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Ïðåäèñëîâèå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà îòíîñèòñÿ ê äèñöèïëèíàì, îáðàçóþ-
ùèì �ìàòåìàòè÷åñêèé ôóíäàìåíò� èíôîðìàòèêè. Îíà èñïîëüçóåò-
ñÿ â ïðîãðàììèðîâàíèè, ïðè ïîñòðîåíèè çàïðîñîâ ê ðåëÿöèîííûì
áàçàì äàííûõ è äîêàçàòåëüñòâå ïðàâèëüíîñòè êîìïüòåðíûõ ïðî-
ãðàìì. Çàêîíîìåðíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà ïðèñóòñòâóåò â
ó÷åáíûõ ïëàíàõ âñåõ ïðîôèëåé ïîäãîòîâêè, ñâÿçàííûõ ñ íàïðàâëå-
íèåì �Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà�.

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçëîæåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ëî-
ãèêè äëÿ ñòóäåíòîâ ÅÀÑÈ, îáó÷àþùèõñÿ ïî óêàçàííîìó íàïðàâëå-
íèþ. Ïðè ýòîì ìû íàäååìñÿ, ÷òî îíî ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì è
ñòóäåíòàì äðóãèõ âóçîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåöèàëèçàöèè.

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ, îòðàæàþùèõ îñíîâíûå
òåìû êóðñà � ëîãèêó âûñêàçûâàíèé, ëîãèêó ïðåäèêàòîâ è àêñèî-
ìàòè÷åñêèé ìåòîä. Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïåðâîíà÷àëüíûì ïî-
íÿòèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè � âûñêàçûâàíèÿì è ñâÿçêàì (ëîãè-
÷åñêèì îïåðàöèÿì), ñïîñîáàì ïîñòðîåíèÿ íà ÿçûêå ôîðìóë ñëîæ-
íûõ âûñêàçûâàíèé èç áîëåå ïðîñòûõ, à òàêæå îñíîâíûì çàêîíàì,
êîòîðûì âûñêàçûâàíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
áóëåâûì ôóíêöèÿì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèì â ëîãèêå
âûñêàçûâàíèé, è ñâîéñòâàì ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè êëàññîâ, îáðà-
çóåìûõ èìè. Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ïîñòà,
õàðàêòåðèçóþùàÿ ïîëíûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ïðèëîæåíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ê àíàëèçó ðàññóæäåíèé è
àíàëèçó ïðîñòåéøèõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, òàêèõ êàê ðåëåéíî-
êîíòàêòíûå (ïåðåêëþ÷àòåëüíûå) ñõåìû. Âî âòîðîé ãëàâå ìû îáî-
ãàùàåì ÿçûê ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïîíÿòèåì ïðåäèêàòà, îáîáùàþ-
ùèì ïîíÿòèå âûñêàçûâàíèÿ, è ââîäèì íîâûå îïåðàöèè íà ïðåäèêà-
òàõ � êâàíòîðû. Öåëü ýòîé ãëàâû � íàó÷èòü ñòóäåíòîâ ïðàâèëüíî çà-
ïèñûâàòü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ íà ÿçûêå ôîðìóë
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ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, êîððåêòíî ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàêî-
íîâ èõ ïðåîáðàçîâûâàòü, à òàêæå óìåëî èñïîëüçîâàòü îïðåäåëÿåìîå
çäåñü ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ïðè àíàëèçå ðàçëè÷íîãî ðî-
äà ðàññóæäåíèé, ïðîâåðêà ïðàâèëüíîñòè êîòîðûõ �íå ïîäâëàñòíà�
áîëåå áåäíîìó ÿçûêó ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. Â òðåòüåé ãëàâå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä â ìàòåìàòèêå, ïåðâîïðè÷èíû
åãî çàðîæäåíèÿ, à òàêæå îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå ïðîáëåìû, çäåñü
âîçíèêàþùèå. Ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå âíóòðè ýòîãî ìåòîäà ìû óäå-
ëÿåì ïîíÿòèþ ñèíòàêñè÷åñêîé âûâîäèìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà è åãî ñâÿçè ñ ïîíÿòèåì ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ (ñå-
ìàíòè÷åñêîé âûâîäèìîñòè). Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì
íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìàÿ íàìè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðå-
ìà Ã�åäåëÿ î ïîëíîòå äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ óñòà-
íàâëèâàåò àäåêâàòíîñòü ïîíÿòèÿ òåîðåìû â ýòèõ òåîðèÿõ ïîíÿòèþ
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû â íèõ. Ê èññëåäóåìûì â äàí-
íîì ïîñîáèè ïðîáëåìàì ôîðìàëüíûõ òåîðèé îòíîñÿòñÿ ïðîáëåìû
èõ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, êàòåãîðè÷íîñòè, ïîëíîòû è ðàçðåøèìîñòè,
à òàêæå ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè èõ àêñèîì. Îñîáîå ìåñòî çäåñü
ìû îòâîäèì äîêàçàííîé Ã�åäåëåì òåîðåìå î íåïîëíîòå ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêè (è áîëåå îáùî, íåïîëíîòå ëþáîé �ðàçóìíîé� àêñèîìà-
òèçàöèè ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè íà ÿçûêå ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿä-
êà), åå èñêëþ÷èòåëüíîé ðîëè â îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè.

Óêàçàííàÿ âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà, áó-
äó÷è ñîâåðøåííî åñòåñòâåííîé, ïðèâîäèò èíîãäà ê íåîáõîäèìîñòè
äóáëèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ ïîíÿòèé. Íàïðèìåð, ïîíÿòèÿ ôîðìóëû,
èíòåðïðåòàöèè è ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûì îáîáùåíèåì â êàæäîé ãëàâå. Â îïðåäåëåíèè óêàçàííûõ ïî-
íÿòèé, à òàêæå â öåëîì ðÿäå äðóãèõ îïðåäåëåíèé è äîêàçàòåëüñòâ
êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè; ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü äîñòàòî÷íî õîðîøî âëàäååò ýòèì ïðèíöè-
ïîì. Ê òîìó æå îò ÷èòàòåëÿ òðåáóåòñÿ âëàäåíèå ìàòåðèàëîì íåêî-
òîðûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ äèñöèïëèí, èçó÷àåìûõ ñòóäåíòàìè ïî íà-
ïðàâëåíèþ �Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà�: àëãåáðû, ãåîìåòðèè è ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïðèìåðîâ, â
òîì ÷èñëå è èç ýòèõ äèñöèïëèí, ïîìîæåò ÷èòàòåëþ ãëóáæå óñâîèòü
ÿçûê è ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè.

Àâòîðû ïîìíÿò âûñêàçûâàíèå Êîçüìû Ïðóòêîâà î òîì, ÷òî
�íåëüçÿ îáúÿòü íåîáúÿòíîå�. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåå ïîñîáèå ïî ïðè-
÷èíàì îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà íå áûëè âêëþ÷åíû, ê ñîæàëåíèþ,
íåêîòîðûå íå ìåíåå âàæíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ðàçäåëû
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ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Òàê, â ãëàâå �Ëîãèêà ïðåäè-
êàòîâ� åñòåñòâåííî áûëî áû ïîäðîáíî ðàññìîòðåòü äîâîëüíî �ñèëü-
íûé� ìåòîä ðåçîëþöèé, ïîìîãàþùèé îïðåäåëÿòü îáùåçíà÷èìîñòü
ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ è èãðàþùèé çàìåòíóþ ðîëü â òåîðèè
àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. Åãî èçëîæåíèå çàñëó-
æèâàåò îòäåëüíîãî ïîñîáèÿ. Â òðåòüåé ãëàâå, ïîñâÿùåííîé àêñèîìà-
òè÷åñêîìó ìåòîäó, äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çíàêîì-
ñòâî ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè, îñíîâàííûìè íà ïîíÿòèè óëü-
òðàïðîèçâåäåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Îáî âñåì ýòîì ñòóäåíòû
ìîãóò ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, â êíèãàõ [6, 14, 22] èç ïðèëàãàåìîé ëè-
òåðàòóðû. Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî �ñàìîäîñòàòî÷íîãî� ðàçäåëà ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêè âûñòóïàåò òåîðèÿ àëãîðèòìîâ. Ñ åå îñíîâíûìè
ðåçóëüòàòàìè è ìåòîäàìè ÷èòàòåëü ìîæåò îçíàêîìèòüñÿ â ó÷åáíè-
êàõ [3, 7, 15].

Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ÌèõàèëóØóøïà-
íîâó çà ïîìîùü â îôîðìëåíèè äàííîãî ïîñîáèÿ.



Ãëàâà 1

Ëîãèêà âûñêàçûâàíèé è

áóëåâû ôóíêöèè

Ëîãèêà êàê íàóêà î çàêîíàõ è ôîðìàõ ìûøëåíèÿ èìååò ìíî-
ãîâåêîâóþ èñòîðèþ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æå ëîãèêà ñôîðìèðîâàëàñü
ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî � íà ðóáåæå äåâÿòíàäöàòîãî è äâàäöàòîãî
ñòîëåòèé � â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ëîãèêå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ.

Ó÷åíèå î âûñêàçûâàíèÿõ, íàçûâàåìîå ëîãèêîé âûñêàçûâàíèé,
ÿâëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêè ïåðâîé è íàèáîëåå ïðîñòîé ÷àñòüþ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêè. Åãî çàêîíû ñëóæàò îòïðàâíîé òî÷êîé â îâëàäå-
íèè áîëåå òðóäíûìè ðàçäåëàìè äàííîãî ïðåäìåòà. Â ýòîé ãëàâå ìû
ïîéìåì, êàê ýòè çàêîíû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïðîâåðêå íà êîððåêò-
íîñòü ðàçëè÷íîãî ðîäà óìîçàêëþ÷åíèé, à òàêæå óâèäèì, êàê îíè
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëåêèõ, íà ïåðâûé âçãëÿä, îò ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé îòðàñëÿõ çíàíèé, à èìåííî, â òåõíèêå � ïðè àíàëèçå
ðåëåéíî-êîíòàêòíûõ ñõåì.

� 1.1. Ôîðìóëû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé è èõ èí-

òåðïðåòàöèè

Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ÿâëÿþòñÿ
âûñêàçûâàíèÿ è ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè. Ïîä âûñêàçûâàíèåì áóäåì ïî-
íèìàòü ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, ïðî êîòîðîå ìîæíî ñêà-
çàòü, ÷òî îíî èñòèííî èëè ëîæíî. Íàïðèìåð, ïðåäëîæåíèÿ �Åêàòå-
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ðèíáóðã � êðóïíûé àäìèíèñòðàòèâíûé öåíòð Óðàëà� è �Âîëãà âïà-
äàåò â ×åðíîå ìîðå� ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ
ëèøü òåì, ÷òî ïåðâîå èç íèõ èñòèííî, à âòîðîå ëîæíî. Â äàëüíåé-
øåì ìû îòâëå÷åìñÿ îò ñîäåðæàíèÿ âûñêàçûâàíèé è áóäåì èíòåðåñî-
âàòüñÿ òîëüêî èõ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Âûñêàçûâàíèÿ áóäåì
îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A, B, C, ..., èìåíóåìû-
ìè ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, à èõ çíà÷åíèÿ, ò.å. èñòèíó èëè ëîæü,
ñîîòâåòñòâåííî öèôðàìè 1 è 0, èìåíóåìûìè ëîãè÷åñêèìè êîíñòàí-
òàìè.

Â ðóññêîì ÿçûêå èç ïðîñòûõ âûñêàçûâàíèé áîëåå ñëîæíûå êîí-
ñòðóèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëîâ �íå�, �è �, �èëè�, �åñëè ..., òî ...�, �òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ...�. Â ëîãèêå èì ñîîòâåòñòâóþò ñèìâî-
ëû, íàçûâàåìûå ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè: ÷àñòèöå �íå� ñîîòâåòñòâóåò
ñèìâîë ¬ (îòðèöàíèå), ñîþçó �è� � ñèìâîë ∧ (êîíúþíêöèÿ), ñîþ-
çó �èëè� � ñèìâîë ∨ (äèçúþíêöèÿ), êîíñòðóêöèè �åñëè ..., òî ...�
� ñèìâîë −→ (èìïëèêàöèÿ), êîíñòðóêöèè �òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ...� � ñèìâîë ←→ (ýêâèâàëåíöèÿ).

Ìû îáû÷íî çàïèñûâàåì âûñêàçûâàíèÿ â âèäå ïðåäëîæåíèé ðóñ-
ñêîãî ÿçûêà. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå âûñêàçûâàíèÿ ïðèíÿòî çà-
ïèñûâàòü â âèäå ôîðìóë ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ñîêðàùåííî ÔËÂ).
Îïðåäåëèì ÔËÂ èíäóêöèåé ïî äëèíå, ò.å. êîëè÷åñòâó èñïîëüçóå-
ìûõ â íèõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê:

(i) ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû 0, 1 ÿâëÿþòñÿ ÔËÂ;
(ii) ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå A, B, C, ... ÿâëÿþòñÿ ÔËÂ;
(iii) åñëè F è G � ÔËÂ, òî âûðàæåíèÿ âèäà ¬F, (F ∧ G),

(F ∨G), (F −→ G) è (F ←→ G) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÔËÂ;
(iv) äðóãèõ ôîðìóë íåò.
Ïåðâûå äâà ïóíêòà (i) è (ii) ÿâëÿþòñÿ áàçîé èíäóêòèâíîãî îïðå-

äåëåíèÿ ÔËÂ, ïóíêò (iii) � åãî øàãîì, ïîêàçûâàþùèì, êàê èç ôîð-
ìóë ìåíüøåé äëèíû ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ñòðîÿòñÿ ôîð-
ìóëû áîëüøåé äëèíû. Ïóíêò (iv) â îïðåäåëåíèè ÔËÂ íåîáõîäèì è
ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî êàæäàÿ ÔËÂ ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî ëèøü ïî îäíî-
ìó èç ïðàâèë (i), (ii), (iii). Òàê, âûðàæåíèÿ (((A −→ B) ∨ C) ←→
(¬C −→ 0)) è (((¬A ∨ 1)∧ (¬¬A ∨ 0)) −→ (B ←→ ¬B)) � ÔËÂ, à
âûðàæåíèå (∨(A←→ B)¬C) íå ÿâëÿåòñÿ ÔËÂ.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë äîãîâîðèìñÿ î ñèëå ëîãè-
÷åñêèõ ñâÿçîê: ¬, ∧, ∨, −→, ←→; çäåñü ñâÿçêè ðàñïîëîæåíû ïî
óáûâàíèþ èõ ñèëû ñëåâà íàïðàâî. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñîãëàøåíèåì,
íåêîòîðûå ñêîáêè â ôîðìóëàõ áóäåì îïóñêàòü; âíåøíèå ñêîáêè òàê-
æå ïèñàòü íå áóäåì. Íàïðèìåð, ïðèâåäåííûå âûøå äâå ôîðìóëû
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ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü â âèäå: (A −→ B) ∨ C ←→ ¬C −→ 0
è (¬A ∨ 1) ∧ (¬¬A ∨ 0) −→ (B ←→ ¬B).

Çíàÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ âûñêàçûâàíèé A è B, ìû ìîæåì (â
ñîîòâåòñòâèè ñî çäðàâûì ñìûñëîì) íàéòè èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ
âûñêàçûâàíèé ¬A, A ∧ B, A ∨ B, A −→ B, A ←→ B. Íàïðèìåð,
ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ¬A èñòèííî â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, åñëè A ëîæíî, à A ∧ B èñòèííî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îáà âûñêàçûâàíèÿ A è B èñòèííû. Ýòè èíòóèòèâíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ ëåæàò â îñíîâå ñëåäóþùåé òàáëèöû, ïîçâîëÿþùåé
â êîíå÷íîì ñ÷åòå âû÷èñëÿòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ñêîëü óãîäíî
ñëîæíûõ âûñêàçûâàíèé:

A B ¬A A ∧B A ∨B A→ B A←→ B
1 1 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 1 0

0 0 1 0 0 1 1

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî âûñêàçûâàíèå A −→ B ëîæíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà A èñòèííî, à B ëîæíî. A íàçûâàåòñÿ ïîñûë-
êîé, à B ñëåäñòâèåì. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñûëêà A ëîæíà, òî
âûñêàçûâàíèå A −→ B âñåãäà èñòèííî íåçàâèñèìî îò òîãî, èñòèííî
èëè íåò ñëåäñòâèå B. Ýòî ñâîéñòâî èìïëèêàöèè êðàòêî ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òàê: �èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîäíî�. Òàêîå ïîíèìàíèå
èìïëèêàöèè ïîçâîëÿåò ñìîòðåòü íà áåññìûñëåííîå â îáû÷íîé ðå÷è
ïðåäëîæåíèå �åñëè ñîëü ñëàäêàÿ, òî ñàõàð áåëûé� êàê íà âïîëíå
ïðèåìëåìîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèå,
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì.

Èíòåðïðåòàöèåé îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÔËÂ íàçûâàåòñÿ ïðî-
èçâîëüíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà èõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â
ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò. Ïóñòü F � ÔËÂ ñ ìíîæåñòâîì ëî-
ãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ X è φ : X −→ {0,1} � íåêîòîðàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ F . Èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå φ(F ) ôîðìóëû F ïðè èíòåðïðå-
òàöèè φ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå F :

(i) åñëè F = 1 èëè F = 0, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = 1 èëè
φ(F ) = 0;

(ii) åñëè F = A � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, òî φ(F ) = φ(A);
(iii) åñëè F = ¬G èëè F = G ∧ H, èëè F = G ∨ H, èëè F =

G −→ H, èëè F = G ←→ H, òî ñîîòâåòñòâåííî φ(F ) = ¬φ(G)
èëè φ(F ) = φ(G) ∧ φ(H), èëè φ(F ) = φ(G) ∨ φ(H), èëè φ(F ) =
φ(G) −→ φ(H), èëè φ(F ) = φ(G)←→ φ(H) (ñì. òàáëèöó âûøå).
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè â ôîðìóëó F âõîäèò n ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ, òî F èìååò â òî÷íîñòè 2n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ èíòåð-
ïðåòàöèé. Òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ êàæäîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëû
F óêàçûâàåòñÿ åå èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå, ïðèíÿòî íàçûâàòü òàáëè-
öåé èñòèííîñòè äëÿ F . Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà èñòèííîñòè äëÿ
ÔËÂ F = (A −→ B ∧C)∧ (¬A −→ ¬B); êàæäàÿ èç âîñüìè åå ñòðîê
ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíîé èíòåðïðåòàöèè.

A B C ¬A ¬B B ∧ C A→ B ∧ C ¬A→ ¬B F
1 1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 0 0 0 1 0

1 0 1 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 1 0

0 1 1 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 0 1 0 0

0 0 1 1 1 0 1 1 1

0 0 0 1 1 0 1 1 1

Êàê âèäèì, ÔËÂ ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå èñòèííîñòíûå
çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èíòåðïðåòàöèè. ÔËÂ íàçûâàåòñÿ òàâ-
òîëîãèåé (ñîîòâåòñòâåííî ïðîòèâîðå÷èåì), åñëè ïðè ëþáîé èíòåð-
ïðåòàöèè îíà èñòèííà (ñîîòâåòñòâåííî ëîæíà). ÔËÂ íàçûâàåòñÿ
âûïîëíèìîé, åñëè äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè îíà ïðèíèìàåò
çíà÷åíèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ ÔËÂ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: êëàññ âû-
ïîëíèìûõ ôîðìóë è êëàññ ïðîòèâîðå÷èé. Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèò
òàâòîëîãèè â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî ïîäêëàññà. Ïðèâåäåííàÿ âûøå
ÔËÂ F , íå áóäó÷è òàâòîëîãèåé, ÿâëÿåòñÿ âûïîëíèìîé ôîðìóëîé.

� 1.2. Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå

ÔËÂ. Çàêîíû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ÔËÂ F è G ðàâíîñèëüíû, è ïèñàòü
F ≡ G, åñëè äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòèõ ôîðìóë φ(F ) = φ(G).
Î÷åâèäíî, îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè íà ìíîæåñòâå âñåõ ÔËÂ ðå-
ôëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, ðàçáèâàþùèì ýòî ìíîæåñòâî
íà êëàññû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë. Ïðèìåðàìè òàêèõ êëàññîâ ìîãóò
ñëóæèòü êëàññ òàâòîëîãèé è êëàññ ïðîòèâîðå÷èé, èáî íà òàâòîëî-
ãèþ è íà ïðîòèâîðå÷èå ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ôîðìóëû, ðàâíî-
ñèëüíûå ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàì 1 è 0.
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Ïðèâåäåì íà ÿçûêå ðàâíîñèëüíîñòè ôîðìóë íàèáîëåå âàæíûå
çàêîíû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (çäåñü F, G, H � ïðîèçâîëüíûå
ÔËÂ).

1. Çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè:
F ∧G ≡ G ∧ F ,
F ∨G ≡ G ∨ F ,
F ←→ G ≡ G←→ F .

2. Çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè:
F ∧ (G ∧H) ≡ (F ∧G) ∧H,
F ∨ (G ∨H) ≡ (F ∨G) ∨H.

3. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè:
F ∧ (G ∨H) ≡ (F ∧G) ∨ (F ∧H),
F ∨ (G ∧H) ≡ (F ∨G) ∧ (F ∨H).

4. Çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè:
F ∧ F ≡ F ,
F ∨ F ≡ F .

5. Çàêîíû ïîãëîùåíèÿ:
F ∧ (F ∨G) ≡ F ,
F ∨ (F ∧G) ≡ F .

6. Çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ:
¬¬F ≡ F .

7. Çàêîí èìïëèêàöèè:
F −→ G ≡ ¬F ∨G.

8. Çàêîí êîíòðàïîçèöèè:
F −→ G ≡ ¬G −→ ¬F .

9. Çàêîíû äå Ìîðãàíà (äâîéñòâåííîñòè):
¬(F ∧G) ≡ ¬F ∨ ¬G,
¬(F ∨G) ≡ ¬F ∧ ¬G.

10. Çàêîí èñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî:
F ∨ ¬F ≡ 1.

11. Çàêîí ïðîòèâîðå÷èÿ:
F ∧ ¬F ≡ 0.

12. Çàêîí ýêâèâàëåíöèè:
F ←→ G ≡ (F −→ G) ∧ (G −→ F ).
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13. F ∨ 1 ≡ 1, F ∧ 1 ≡ F , F ∨ 0 ≡ F , F ∧ 0 ≡ 0.

Ðàçóìååòñÿ, êàæäûé èç ýòèõ çàêîíîâ íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå, êî-
òîðàÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî ñðàâíåíèÿ òàáëèö èñ-
òèííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÔËÂ. Íàïðèìåð, ñðàâíèâàÿ òàáëèöû
èñòèííîñòè ôîðìóë ¬(F ∧G) è ¬F ∨¬G (ñì. íèæå), ïîëó÷àåì îäèí
èç çàêîíîâ äå Ìîðãàíà: ¬(F ∧G) ≡ ¬F ∨ ¬G. Ïðîâåðêà îñòàëüíûõ
çàêîíîâ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

F G F ∧G ¬(F ∧G)
1 1 1 0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 0 1

è

F G ¬F ¬G ¬F ∨ ¬G
1 1 0 0 0

1 0 0 1 1

0 1 1 0 1

0 0 1 1 1

Ó÷èòûâàÿ çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè, ââåäåì åùå îäíî ñîãëàøå-
íèå ïî ýêîíîìèè ñêîáîê: áóäåì îïóñêàòü ñêîáêè â êîíúþíêöèè è
äèçúþíêöèè, ñîäåðæàùèõ áîëåå äâóõ ÷ëåíîâ. Òàê, âìåñòî ôîðìóë
(A∧B)∧C è (A∨B)∨(C∨D) áóäåì ïèñàòü A∧B∧C è A∨B∨C∨D.

Çíàíèå îñíîâíûõ çàêîíîâ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ïîçâîëÿåò óïðî-
ùàòü ÔËÂ, ò.å. ïî äàííîé ÔËÂ íàõîäèòü ðàâíîñèëüíóþ åé ÔËÂ
íàèáîëåå ïðîñòîãî âèäà.

ÏÐÈÌÅÐ. Óïðîñòèòü ôîðìóëó ¬A ∧ ¬(¬A ∧ ¬B) −→ B.

Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë, óêàçàâ
äëÿ óäîáñòâà íàä êàæäûì çíàêîì ≡ íîìåð ïðèìåíåííîãî çàêîíà:
¬A ∧ ¬(¬A ∧ ¬B) −→ B ≡7 ¬(¬A ∧ ¬(¬A ∧ ¬B)) ∨B ≡9

(¬¬A ∨ ¬¬(¬A ∧ ¬B)) ∨B ≡6 (A ∨ (¬A ∧ ¬B)) ∨B ≡3

(A ∨ ¬A) ∧ (A ∨ ¬B) ∨B ≡10 1 ∧(A ∨ ¬B) ∨B ≡13

(A ∨ ¬B) ∨B ≡2 A ∨ (¬B ∨B) ≡10 A ∨ 1 ≡13 1.
Ïîñêîëüêó äàííàÿ ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî îíà

ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

� 1.3. Ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå. Àíàëèç ðàññóæ-

äåíèé

Ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðìàëèçà-
öèé äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, èìåþùèõ, êàê ïðàâèëî, òàêóþ ôîðìó-
ëèðîâêó: ïóñòü âûïîëíåíû óòâåðæäåíèÿ A1, ..., An; òîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ óòâåðæäåíèå B. Äàäèì íåîáõîäèìîå îïðåäåëåíèå.
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Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÔËÂ è F � ïðîèçâîëüíàÿ ÔËÂ.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç Γ, åñëè äëÿ ëþáîé èí-
òåðïðåòàöèè ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ∪ {F} èç òîãî, ÷òî êàæäàÿ ôîð-
ìóëà èç Γ èñòèííà, âûòåêàåò, ÷òî è F èñòèííà. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
ïèñàòü Γ |= F (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � Γ 6|= F ). Ïîëüçóÿñü îïðåäå-
ëåíèåì ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ÷èòàòåëü ëåãêî ìîæåò ïðîâåðèòü,
÷òî, íàïðèìåð, A, A −→ B |= B, â òî âðåìÿ êàê B, A −→ B 6|= A.
Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáûõ ÔËÂ F è G èìååì F ≡ G òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà F |= G è G |= F .

Åñëè ìíîæåñòâî Γ ñîñòîèò èç äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ôîð-
ìóë, òî ïîëüçîâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà òîãî, ÷òî Γ |= F , íå ñîâñåì óäîáíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëåçíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Äëÿ ëþáûõ ÔËÂ F1, ..., Fn, G âûïîëíåíî:
à) F1, ..., Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà

F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé;
á) F1, ..., Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà

F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. à). Ïóñòü F1, ..., Fn |= G è φ � ïðîèçâîëüíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G. Òîãäà åñëè äëÿ íåêî-
òîðîãî i ∈ {1, ..., n} âûïîëíåíî φ(Fi) = 0, òî φ(F1 ∧ ... ∧ Fn) = 0
è, ñëåäîâàòåëüíî, φ(F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G) = 1. Åñëè æå äëÿ êàæäîãî
i ∈ {1, ..., n} èìååì φ(Fi) = 1, òî ââèäó F1, ..., Fn |= G âûïîëíåíî
φ(G) = 1 è ïîòîìó φ(F1∧...∧Fn −→ G) = 1. Òàê êàê èíòåðïðåòàöèÿ
φ âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôîðìóëà F1∧ ...∧Fn −→ G
ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé.

Îáðàòíî, ïóñòü F1 ∧ ... ∧ Fn −→ G � òàâòîëîãèÿ è φ(Fi) = 1
ïðè i = 1, . . . , n. Òîãäà φ(F1 ∧ ... ∧ Fn) = 1 è φ(F1 ∧ ... ∧ Fn −→
G) = 1, îòêóäà φ(G) = 1. Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè φ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî F1, ..., Fn |= G.

á). Çàìåòèì, ÷òî ¬(F1∧ ...∧Fn −→ G) ≡ ¬(¬(F1∧ ...∧Fn)∨G) ≡
¬¬(F1∧ ...∧Fn)∧¬G ≡ F1∧ ...∧Fn∧¬G. Ïîýòîìó ôîðìóëà F1∧ ...∧
Fn −→ G áóäåò òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà
F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G áóäåò ïðîòèâîðå÷èåì. Îòñþäà è èç äîêàçàííîãî
óòâåðæäåíèÿ �à� ñëåäóåò, ÷òî F1, ..., Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè F1 ∧ ... ∧ Fn ∧ ¬G � ïðîòèâîðå÷èå.

Èç óòâåðæäåíèÿ �à� ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ÔËÂ F è
G óñëîâèå F |= G ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî F −→ G � òàâòîëîãèÿ,
ò.å. îòíîøåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ è èìïëèêàöèÿ òåñíûì îáðà-
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çîì ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî èíîãäà ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå äàííûõ
ïîíÿòèé, ÷òî, êîíå÷íî, íåäîïóñòèìî.

Ïîêàæåì, êàê ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ
ïðè àíàëèçå íåêîòîðûõ ðàññóæäåíèé. Â ïðèâîäèìûõ íèæå ïðèìå-
ðàõ òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ëîãè÷åñêîãî çàêëþ÷åíèÿ.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Íàøà ôóòáîëüíàÿ êîìàíäà ëèáî âûèãðûâàåò ìàò÷,
ëèáî ïðîèãðûâàåò, ëèáî ñâîäèò åãî ê íè÷üåé. Åñëè ìàò÷ âûèãðàí
èëè ïðîèãðàí, òî îí íå ïåðåíåñåí. Êîìàíäà ìàò÷ íå âûèãðàëà è íå
ñâåëà åãî ê íè÷üåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàò÷ íå ïåðåíåñåí è ïðîèãðàí.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ:
A � �ìàò÷ âûèãðàí�,
B � �ìàò÷ ïðîèãðàí�,
C � �ìàò÷ çàêîí÷èëñÿ íè÷üåé�,
D � �ìàò÷ ïåðåíåñåí�.
Òîãäà âõîäÿùèå â äàííîå ðàññóæäåíèå âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî ïå-

ðåïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â âèäå: A∨B∨C, A∨B −→ ¬D, ¬A∧¬C
è ¬D ∧B. Ñïðàøèâàåòñÿ, âåðíî ëè, ÷òî

A ∨B ∨ C, A ∨B −→ ¬D, ¬A ∧ ¬C |= ¬D ∧B ?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ èíòåðïðå-
òàöèþ φ òàêóþ, ÷òî φ(A ∨ B ∨ C) = 1, φ(A ∨ B −→ ¬D) = 1,
φ(¬A ∧ ¬C) = 1, è ïðîâåðèì ðàâåíñòâî φ(¬D ∧ B) = 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïî óñëîâèþ φ(¬A∧¬C) = ¬φ(A)∧¬φ(C) = 1, îòêóäà èìååì
φ(A) = φ(C) = 0. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà φ(A∨B∨C) = 1 ïîëó÷àåì,
÷òî φ(B) = 1. Ó÷èòûâàÿ òåïåðü óñëîâèå φ(A∨B −→ ¬D) = 1, äåëà-
åì âûâîä: 1 = φ(A)∨φ(B) −→ φ(¬D) = 1 −→ φ(¬D), ò.å. φ(¬D) = 1,
φ(D) = 0. Ïîýòîìó φ(¬D ∧ B) = φ(¬D) ∧ φ(B) = 1 ∧1 = 1. Òàêèì
îáðàçîì, óêàçàííîå ëîãè÷åñêîå ñëåäîâàíèå ñïðàâåäëèâî, à çíà÷èò,
ðàññóæäåíèå êîððåêòíî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ èëè ýëëèïñîì, èëè ïàðàáîëîé, èëè
ãèïåðáîëîé. Åñëè êðèâàÿ � ýëëèïñ èëè ãèïåðáîëà, òî îíà öåíòðàëü-
íà. Äàííàÿ êðèâàÿ íå ýëëèïñ è íå ïàðàáîëà. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà
öåíòðàëüíà è ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (ñîîòâåòñòâåííî B è C) âûñêàçûâàíèå �äàí-
íàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì� (ñîîòâåòñòâåííî �ïàðàáîëîé� è �ãè-
ïåðáîëîé�), à ÷åðåçD � âûñêàçûâàíèå �êðèâàÿ öåíòðàëüíà�. Ìû õî-
òèì ïðîâåðèòü, âåðíî èëè íåò, ÷òî A∨B∨C, A∨C −→ D, ¬A∧¬B |=
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D ∧ C. Äëÿ ýòîãî ââèäó óòâåðæäåíèÿ �á� äîêàçàííîé òåîðåìû äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ôîðìóëà

F = (A ∨B ∨ C) ∧ (A ∨ C −→ D) ∧ (¬A ∧ ¬B) ∧ ¬(D ∧ C)

ïðîòèâîðå÷èåì. Óïðîñòèì ôîðìóëó F ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F ≡1 (A ∨B ∨ C) ∧ (¬A ∧ ¬B) ∧ (A ∨ C −→ D) ∧ ¬(D ∧ C) ≡7,9

(A ∨B ∨ C) ∧ ¬(A ∨B) ∧ (¬(A ∨ C) ∨D) ∧ (¬D ∨ ¬C) ≡3,9

(((A ∨B) ∧ ¬(A ∨B)) ∨ (C ∧ ¬(A ∨B))) ∧ ((¬A ∧ ¬C) ∨D)
∧(¬D ∨ ¬C) ≡11,9

(0 ∨ (C ∧ ¬A ∧ ¬B)) ∧ ((¬A ∧ ¬C) ∨D) ∧ (¬D ∨ ¬C) ≡13,3

C ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ (¬A ∨D) ∧ (¬C ∨D) ∧ (¬D ∨ ¬C) ≡1,5,3

C ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ (¬C ∨ (D ∧ ¬D)) ≡11,13 C ∧ ¬A ∧ ¬B ∧ ¬C ≡1,11

0 ∧ ¬A ∧ ¬B ≡13 0.
Ïîëó÷èëè, ÷òî ôîðìóëà F , áóäó÷è ðàâíîñèëüíîé 0, ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî A ∨ B ∨ C,
A ∨ C −→ D, ¬A ∧ ¬B |= D ∧ C, ò.å. ðàññóæäåíèå êîððåêòíî.

� 1.4. Âèäû òåîðåì. Îáîñíîâàíèå íåêîòîðûõ

ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìàòèêå

Áîëüøèíñòâî äîêàçûâàåìûõ â ìàòåìàòèêå òåîðåì ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ôîðìóëû P −→ Q, ãäå P � ïîñûëêà òåîðåìû, ÿâëÿþ-
ùàÿñÿ, êàê ïðàâèëî, êîíúþíêöèåé îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ óñëîâèé,
à Q � åå çàêëþ÷åíèå. Ïî îòíîøåíèþ ê òåîðåìå P −→ Q, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ ïðÿìîé, òåîðåìû âèäà Q −→ P , ¬P −→ ¬Q è ¬Q −→ ¬P
íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíîé, ïðîòèâîïîëîæíîé è îáðàò-
íîé ê ïðîòèâîïîëîæíîé òåîðåìàìè. Ââèäó çàêîíà êîíòðàïîçèöèè
ïðÿìàÿ òåîðåìà P −→ Q ðàâíîñèëüíà îáðàòíîé ê ïðîòèâîïîëîæíîé
òåîðåìå ¬Q −→ ¬P , à îáðàòíàÿ òåîðåìà Q −→ P ðàâíîñèëüíà ïðî-
òèâîïîëîæíîé òåîðåìå ¬P −→ ¬Q. Âìåñòå ñ òåì, ëåãêî ïîñòðîèòü
ïðèìåð, êîãäà ïðÿìàÿ òåîðåìà âåðíà, à îáðàòíàÿ ê íåé íåò.

Îäèí èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ äîêàçàòåëüñòâà â ìàòåìà-
òèêå îñíîâàí êàê ðàç íà ðàâíîñèëüíîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîé ê ïðî-
òèâîïîëîæíîé òåîðåì: äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ âèäà P −→ Q
ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå èìïëèêàöèè ¬Q −→ ¬P . Äîêàæåì ýòèì ìåòî-
äîì, ÷òî åñëè (P ) ìíîæåñòâîM ñîñòîèò èç n+1-ãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà, òî (Q) â M íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèò-
ñÿ íà n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (¬Q) ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç
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M íå äåëèòñÿ íà n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà èç M ïðè äåëåíèè
íà n äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè. Òàê êàê ìíîæåñòâî ÷èñåë
{0, 1, 2, ..., n−1} èñ÷åðïûâàåò âñåâîçìîæíûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà
n, ïîëó÷àåì, ÷òî M ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
è, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî ¬P .

Âòîðîé ïîïóëÿðíûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà � ìåòîä äîêàçàòåëü-
ñòâà îò ïðîòèâíîãî (õîðîøî èçâåñòíà øóòêà: åñëè íå çíàåøü, êàê
äîêàçûâàòü, � äîêàçûâàé îò ïðîòèâíîãî). Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî, äîêàçûâàÿ óòâåðæäåíèå P , äîïóñêàþò (îò ïðîòèâíîãî)
èñòèííîñòü óòâåðæäåíèÿ ¬P è èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëó÷àþò
îäíîâðåìåííî èñòèííîñòü êàê íåêîòîðîãî óòâåðæäåíèÿ Q, òàê è åãî
îòðèöàíèÿ ¬Q. Íà áàçå äàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ äåëàþò âûâîä, ÷òî
èìååò ìåñòî P . Îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå
ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ ¬P −→ Q, ¬P −→ ¬Q |= P . Â ñàìîì äåëå,
èìååì (¬P −→ Q)∧ (¬P −→ ¬Q)∧¬P ≡ (P ∨Q)∧ (P ∨¬Q)∧¬P ≡
(P ∨ (Q ∧ ¬Q)) ∧ ¬P ≡ (P ∨ 0) ∧¬P ≡ P ∧ ¬P ≡ 0, ò.å. ôîð-
ìóëà (¬P −→ Q) ∧ (¬P −→ ¬Q) ∧ ¬P ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷è-
åì, à ïîòîìó ïî òåîðåìå èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà âûïîëíåíî
¬P −→ Q, ¬P −→ ¬Q |= P .

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî (P ) ÷èñëî
√

2
èððàöèîíàëüíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (¬P ) ÷èñëî

√
2 ÿâëÿåòñÿ ðàöèî-

íàëüíûì, ò.å. ïðåäñòàâèìî â âèäå
√

2 = n/m, ãäå n è m � íåêîòîðûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M âñåõ ïàð (n,m) âçà-
èìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî

√
2 = n/m, è ÷åðåç Q

îáîçíà÷èì âûñêàçûâàíèå �M � ïóñòîå ìíîæåñòâî�. Ïðîâåðèì ñíà-
÷àëà èìïëèêàöèþ ¬P −→ Q. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë n
è m, åñëè

√
2 = n/m, òî 2m2 = n2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî n äîëæíî

áûòü ÷åòíûì, ò.å. n = 2n1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n1. Òî-
ãäà 2m2 = n2 = 4n2

1, è çíà÷èò, m2 = 2n2
1, îòêóäà óæå âûòåêàåò

÷åòíîñòü ÷èñëà m. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî óñëîâèå
√

2 = n/m âëå÷åò
äåëèìîñòü îáîèõ ÷èñåë n è m íà äâà, ò.å. (Q) ìíîæåñòâî M ïóñòî.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è m, åñëè√

2 = n/m è n = dn′, m = dm′, ãäå d =ÍÎÄ(n,m), òî
√

2 = n′/m′,
ïðè÷åì ÷èñëà n′ è m′ óæå âçàèìíî ïðîñòû. Òàêèì îáðàçîì, èìååò
ìåñòî è èìïëèêàöèÿ ¬P −→ ¬Q, ãäå ¬Q � âûñêàçûâàíèå �ìíîæå-
ñòâî M íå ïóñòî�. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî√

2 èððàöèîíàëüíî.
Äâà ïðèâåäåííûõ ìåòîäà îòíîñÿòñÿ ê òèïó òàê íàçûâàåìûõ êîñ-

âåííûõ äîêàçàòåëüñòâ, èáî ïîñòðîåíû íà ïðåäïîëîæåíèè îá èñ-
òèííîñòè îòðèöàíèÿ äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. Ìåòîäû, íå èñ-
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ïîëüçóþùèå îòðèöàíèÿ äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ, îòíîñÿòñÿ ê
òèïó ïðÿìûõ äîêàçàòåëüñòâ. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ äâà îñòàâøèõ-
ñÿ ìåòîäà èç ïðèâîäèìûõ íàìè. Ïåðâûé èç íèõ � ìåòîä ðàçáî-
ðà ñëó÷àåâ � áàçèðóåòñÿ íà ëîãè÷åñêîì ñëåäîâàíèè P1 ∨ ... ∨ Pn,
P1 −→ Q, ..., Pn −→ Q |= Q è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå
Q äîêàçûâàåòñÿ â êàæäîì èç ñëó÷àåâ P1, ..., Pn, èñ÷åðïûâàþùèõ âñå
âîçìîæíîñòè. Äëÿ åãî îáîñíîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîð-
ìóëà F = (P1 ∨ ...∨Pn)∧ (P1 −→ Q)∧ ...∧ (Pn −→ Q)∧¬Q ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîðå÷èåì. Äåéñòâèòåëüíî,

F = (P1 ∨ ... ∨ Pn) ∧ (P1 −→ Q) ∧ ... ∧ (Pn −→ Q) ∧ ¬Q ≡
(P1 ∨ ... ∨ Pn) ∧ (¬P1 ∨Q) ∧ ... ∧ (¬Pn ∨Q) ∧ ¬Q ≡
(P1 ∨ ... ∨ Pn) ∧ ¬Q ∧ ((¬P1 ∧ ... ∧ ¬Pn) ∨Q) ≡
(P1 ∨ ... ∨ Pn) ∧ ¬Q ∧ ¬((P1 ∨ ... ∨ Pn) ∧ ¬Q) ≡ 0.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äîêàæåì, ÷òî (Q) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n ÷èñëî n5 − n äåëèòñÿ íà ïÿòü. Â ñàìîì äåëå, çàìåòèì,
÷òî n5 − n = n(n − 1)(n + 1)(n2 + 1) è ðàññìîòðèì ïÿòü ñëó÷àåâ
(P1 � P5) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé èç îñòàòêîâ îò íóëÿ äî ÷åòû-
ðåõ äàåò ÷èñëî n ïðè äåëåíèè íà ïÿòü. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
îäèí èç ñîìíîæèòåëåé n, n − 1, n + 1, n2 + 1, à ñëåäîâàòåëüíî, è
ñàìî ÷èñëî n5 − n äåëèòñÿ íà ïÿòü, îòêóäà âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå Q.

Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ìåòîä � ìåòîä ïîñòðîåíèÿ öåïî÷êè
èìïëèêàöèé � îñíîâàí íà î÷åâèäíîì ëîãè÷åñêîì ñëåäîâàíèè:
P1, P1 −→ P2, . . . , Pn−1 −→ Pn |= Pn. Îí íåÿâíî ïðèñóòñòâóåò
ïðàêòè÷åñêè â ëþáîì ìàòåìàòè÷åñêîì óòâåðæäåíèè è ïîýòîìó íå
íóæäàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ ïðèìåðàõ.

� 1.5. Áóëåâû ôóíêöèè. Ïîëíûå ñèñòåìû ëîãè-

÷åñêèõ ñâÿçîê

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî n-é äåêàð-
òîâîé ñòåïåíüþ Mn ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
óïîðÿäî÷åííûõ n-ê ýëåìåíòîâ èç M , ò.å.

Mn = {(a1, ..., an) | ai ∈ M, i = 1, ..., n}. Òàê, âçÿâ â êà÷åñòâå M
ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò, èìååì ïî îïðåäåëåíèþ
{0,1}n = {(X1, ..., Xn) | Xi = 0 èëè Xi = 1, i = 1, ..., n}.
Áóëåâîé ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå

îòîáðàæåíèå n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà ëîãè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò â ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò. Äàëåå äëÿ ñëîâîñî÷åòà-
íèÿ �áóëåâà ôóíêöèÿ� áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåíèå ÁÔ. Â ñóù-
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íîñòè, ìû óæå èìåëè äåëî ñ ÁÔ, êîãäà âû÷èñëÿëè èñòèííîñò-
íûå çíà÷åíèÿ ÔËÂ ïðè êîíêðåòíûõ èíòåðïðåòàöèÿõ. Ðàññìîòðèì
ÔËÂ X1 ∨ X2 −→ X3. Åé ñîîòâåòñòâóåò ÁÔ f(X1, X2, X3) òàêàÿ,
÷òî, íàïðèìåð, f(1,1,1) = 1 è f(0,0,0) = 1, à f(1,1,0) = 0 è
f(0,1,0) = 0. Åñëè ÁÔ f(X1, X2, X2) îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ íåêî-
òîðîé ÔËÂ F , òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, è â ýòîì
ñëó÷àå ïèøóò f(X1, ..., Xn) = F . Ïðèâåäåííóþ âûøå ÁÔ ìû ìîãëè
áû çàïèñàòü â âèäå f(X1, X2, X3) = X1∨X2 −→ X3. ÁÔ ìîæíî çàäà-
âàòü òàêæå òàáëè÷íûì ñïîñîáîì. Î÷åâèäíî, âñÿêóþ ÁÔ, çàäàííóþ
àíàëèòè÷åñêè, ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ òàáëèöû èñòèííîñòè
ñîîòâåòñòâóþùåé ÔËÂ. Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ:
âñÿêàÿ ëè ÁÔ (çàäàííàÿ òàáëè÷íûì ñïîñîáîì) îïðåäåëÿåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêè? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è
ñîäåðæèòñÿ â ïðèâîäèìîé íèæå òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ÁÔ.

Ïóñòü X � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ è A ∈ {0,1}. Ââåäåì ñëåäóþ-
ùåå îáîçíà÷åíèå:

XA =

{
X , åñëè A = 1,
¬X , åñëè A = 0.

Âûðàæåíèå XA, ò.å. X èëè ¬X, ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèòåðîé ïå-
ðåìåííîé X. Ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ
îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ëèòåð ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð,
âûðàæåíèÿ X è ¬X ∧ Y ∧ ¬Z ñóòü ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè, à
X ∧ ¬X è X ∧ ¬Y ∨ ¬Z òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Äâå ýëåìåíòàð-
íûå êîíúþíêöèè ìû íå ðàçëè÷àåì, åñëè îäíà èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ èç
äðóãîé ïåðåñòàíîâêîé ëèòåð ïåðåìåííûõ.

ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ïåðåìåííîé X âûïîë-
íåíî φ(XA) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(X) = A.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùåé òàáëèöåé:

X A XA

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýëåìåíòàðíîé êîíú-
þíêöèè XA1

1 ∧X
A2
2 ∧...∧XAn

n âûïîëíåíî φ(XA1
1 ∧X

A2
2 ∧...∧XAn

n ) = 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà φ(Xi) = Ai äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, ..., n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî φ(XA1
1 ∧XA2

2 ∧ ...∧XAn
n ) = 1 ðàâíî-

ñèëüíî òîìó, ÷òî φ(XA1
1 ) = φ(XA2

2 ) = ... = φ(XAn
n ) = 1, à ýòî, ïî

ëåììå 1, èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè φ(X1) = A1,
φ(X2) = A2, ..., φ(Xn) = An.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðà-
ãðàôà.

ÒÅÎÐÅÌÀ î ïðåäñòàâëåíèè ÁÔ. Ïóñòü f(X1, ..., Xn) � ÁÔ. Òî-
ãäà åñëè f ïðèíèìàåò õîòÿ áû îäèí ðàç çíà÷åíèå 1, òî îíà ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå

f(X1, ..., Xn) =
∨

f(A1,...,An)=1

(XA1
1 ∧ ... ∧XAn

n ). (∗)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

f(X1, ..., Xn) = X1 ∧ ¬X1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
ðàâåíñòâà (∗) ñîâïàäàþò äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ(Xi) = Si(i =
1, ..., n) ïðè óñëîâèè, ÷òî {(A1, ..., An) | f(A1, ..., An) = 1 } 6= ∅.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. f(S1, ..., Sn) = 1. Òîãäà ââèäó ëåììû 2 èìå-
åì φ(XS1

1 ∧ ... ∧ XSn
n ) = 1, è ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà (∗) ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ XS1
1 ∧ ... ∧ XSn

n ,
äèçúþíêöèÿ

∨
f(A1,...,An)=1(XA1

1 ∧ ...∧XAn
n ) èñòèííà ïðè äàííîé èí-

òåðïðåòàöèè φ.
Ñëó÷àé 2. f(S1, ..., Sn) = 0. Òîãäà åñëè ýëåìåíòàðíàÿ êîíú-

þíêöèÿ XA1
1 ∧ ... ∧ XAn

n âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗), òî
f(A1, ..., An) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, φ(Xi) = Si 6= Ai äëÿ íåêî-
òîðîãî èíäåêñà i ∈ {1, ..., n}. Â ñèëó ëåììû 2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
φ(XA1

1 ∧ ...∧XAn
n ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, äèçúþíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà (∗) áåðåòñÿ ïî ýëåìåíòàðíûì êîíúþíêöèÿì, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ëîæíà ïðè èíòåðïðåòàöèè φ, à ïîòîìó ñàìà îíà ëîæíà ïðè
ýòîé èíòåðïðåòàöèè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÏÐÈÌÅÐ. Ïîñòðîèòü ôîðìóëó, çàäàþùóþ ÁÔ f îò ïåðåìåííûõ
X1, X2, X3, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà áîëüøèíñòâî åå ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1.

Äëÿ óäîáñòâà âûïèøåì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè f (äîñòàòî÷-
íî óêàçàòü ñòðîêè, êîãäà f èñòèííà).
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X1 X2 X3 f(X1, X2, X3)
1 1 1 1

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1

Ïî äîêàçàííîé òåîðåìå èìååì f(X1, X2, X3) = (X1
1 ∧X1

2 ∧X1
3 )∨

(X1
1 ∧X1

2 ∧X0
3 ) ∨ (X1

1 ∧X0
2 ∧X1

3 ) ∨ (X0
1 ∧X1

2 ∧X1
3 ) = (X1 ∧X2 ∧

X3) ∨ (X1 ∧X2 ∧ ¬X3) ∨ (X1 ∧ ¬X2 ∧X3) ∨ (¬X1 ∧X2 ∧X3).

Ñèñòåìà ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê M íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè âñÿêàÿ
ÁÔ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå íåêîòîðîé ÔËÂ, ñîäåðæàùåé
ëèøü ñâÿçêè èç M . Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó î ïðåäñòàâëåíèè ÁÔ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî ñèñòåìà ñâÿçîê {¬,∧,∨} ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Çàêîíîìåðåí
âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè ïîëíûå ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå ìåíüøåå ÷èñ-
ëî ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê? Äëÿ îòâåòà íà íåãî îáðàòèìñÿ ê ñëåäóþùåìó
î÷åâèäíîìó óòâåðæäåíèþ: ïóñòü M � ïîëíàÿ ñèñòåìà ëîãè÷åñêèõ
ñâÿçîê è K � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ñâÿçîê; òîãäà åñëè êàæäàÿ ñâÿç-
êà èç Mìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñâÿçêè èç K, òî ñèñòåìà
ñâÿçîê K òàê æå ïîëíà.

Åñëè â êà÷åñòâå M âîçüìåì ìíîæåñòâî {¬,∧,∨}, à â êà÷åñòâå
K � ëþáîå èç ìíîæåñòâ {¬,∧}, {¬,∨}, {¬,−→}, òî ïîñêîëüêó
X ∨ Y ≡ ¬X −→ Y è X ∧ Y ≡ ¬(X −→ ¬Y ), çàêëþ÷àåì, ÷òî
ìíîæåñòâà {¬,∧}, {¬,∨} è {¬,−→} ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè ñèñòåìàìè
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Âìåñòå ñ òåì, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íè îäíà èç ñâÿ-
çîê ¬, ∧, ∨, −→, ←→ â îòäåëüíîñòè íå îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó.

Íàðÿäó ñ óæå èçâåñòíûìè ñâÿçêàìè (ëåãêî âîñïðèíèìàåìûìè
íàøåé èíòóèöèåé) â ëîãèêå ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå. Âûäåëèì
èç íèõ: ñòðåëêó Ïèðñà (↓) è øòðèõ Øåôôåðà (|).

A B A ↓ B A | B
1 1 0 0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñàìîìó ïðîâåðèòü, ÷òî
¬X ≡ X ↓ X, X ∧ Y ≡ (X ↓ X) ↓ (Y ↓ Y ) è ¬X ≡ X | X, X ∨ Y
≡ (X | X) | (Y | Y ). Îòñþäà è èç ïîëíîòû ñèñòåì ñâÿçîê {¬,∧} è
{¬,∨} âûòåêàåò ïîëíîòà îäíîýëåìåíòíûõ ñèñòåì ñâÿçîê {↓} è {|}.

Çàìåòèì, ÷òî ñâÿçêè ↓ è | ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàþòñÿ ÷å-
ðåç ¬, ∧ è ∨: X ↓ Y ≡ ¬X ∧ ¬Y, X | Y ≡ ¬X ∨ ¬Y .
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ÔËÂ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ñîêðà-
ùåííî ÄÍÔ), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé îäíîé èëè íåñêîëü-
êèõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. Íèæå ìû óâèäèì, ÷òî
âñÿêàÿ âûïîëíèìàÿ ÔËÂ ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâî-
äèòñÿ ê íåêîòîðîé ÄÍÔ, è ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ âàæíîñòü âû÷ëåíåíèÿ
ÄÍÔ â êëàññå âñåõ ÔËÂ. Îäíàêî äëÿ îäíîé è òîé æå ÔËÂ ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÄÍÔ, ê êîòîðûì îíà
ïðèâîäèòñÿ. Ñèòóàöèÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè äàæå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
âñå ýòè ÄÍÔ áûëè îò îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ïåðåìåííûõ. Íàïðè-
ìåð, ôîðìóëà F = (A ∨ B) ∧ (A ∨ ¬C) ïðèâîäèòñÿ ðàâíîñèëüíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè êàê ê ÄÍÔ âèäà F1 = A∨(B∧¬C), òàê è ê ÄÍÔ
âèäà F2 = (A∧¬B)∨ (B ∧¬C)∨ (A∧B). Â ýòîì ñìûñëå áîëåå �ïðè-
âëåêàòåëüíûìè� ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñîâåðøåííûå äèçúþíê-
òèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû (ñîêðàùåííî ÑÄÍÔ). ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ
ÑÄÍÔ, åñëè êàæäàÿ åå ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ çàâèñèò îò îä-
íîãî è òîãî æå íàáîðà ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Äîêàæåì îñíîâíîé
ðåçóëüòàò äàííîãî ïóíêòà.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÄÍÔ. Âñÿêàÿ âûïîëíèìàÿ ÔËÂ ðàâíîñèëüíà
íåêîòîðîé ÑÄÍÔ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ
òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé è ïî íà-
áîðó ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíàÿ âûïîëíèìàÿ ÔËÂ îò
ïåðåìåííûõ X1, ..., Xn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(X1, ..., Xn) ñîîòâåòñòâó-
þùóþ åé ÁÔ. Òàê êàê ôîðìóëà F âûïîëíèìà, ôóíêöèÿ f ïðèíèìà-
åò õîòÿ áû îäèí ðàç çíà÷åíèå 1. Îòñþäà è èç òåîðåìû î ïðåäñòàâëå-
íèè ÁÔ âûòåêàåò, ÷òî F ≡

∨
f(A1,...,An)=1(XA1

1 ∧...∧XAn
n ). ßñíî, ÷òî

âûïèñàííàÿ ñïðàâà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ÑÄÍÔ. Ïîêàæåì åäèíñòâåí-
íîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ÑÄÍÔ äëÿ ôîðìóëû F . Ïóñòü G è H
� äâå ÑÄÍÔ îò ïåðåìåííûõ X1, ..., Xn, ïðè÷åì G ≡ H. Òîãäà ìû
ìîæåì çàïèñàòü ýòè ôîðìóëû â âèäå G =

∨
(A1,...,An)∈TG

(XA1
1 ∧ ...∧

XAn
n ) è H =

∨
(A1,...,An)∈TH

(XA1
1 ∧ ...∧XAn

n ), ãäå TG è TH � íåêîòî-
ðûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà {0,1}n. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ : Xi 7→ Si(i = 1, ..., n) ôîðìóëû G (ñîîòâåò-
ñòâåííî ôîðìóëû H) èìååì φ(G) = 1 (ñîîòâåòñòâåííî φ(H) = 1) â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè (S1, ..., Sn) ∈ TG (ñîîòâåòñòâåííî
(S1, ..., Sn) ∈ TH). Ââèäó ðàâíîñèëüíîñòè ôîðìóë G è H ïîëó÷àåì
TG = TH , è ïîòîìó G = H. Ýòèì äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ÑÄÍÔ



�1.6. Äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû 23

äëÿ F , à âìåñòå ñ íåé è òåîðåìà.

Ñóùåñòâóþò äâà ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ÔËÂ F ê ðàâíîñèëüíîé
åé ÑÄÍÔ. Ïåðâûé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ, ïî ñóùåñòâó, â äîêàçàòåëü-
ñòâå òåîðåìû è ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òðåáóåìîé ÑÄÍÔ ïî òàáëèöå
èñòèííîñòè ôîðìóëû F ; ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà (∗) èç
òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè ÁÔ.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïðèâåñòè ÔËÂ F = (A ←→ B) −→ C ê ÑÄÍÔ
òàáëè÷íûì ñïîñîáîì.

Èìååì:

A B C A←→ B F
1 1 1 1 1

1 1 0 1 0

1 0 1 0 1

1 0 0 0 1

0 1 1 0 1

0 1 0 0 1

0 0 1 1 1

0 0 0 1 0

Ïî òàáëèöå èñòèííîñòè íàõîäèì, ÷òî F ≡ (A1∧B1∧C1)∨ (A1∧
B0 ∧C1)∨ (A1 ∧B0 ∧C0)∨ (A0 ∧B1 ∧C1)∨ (A0 ∧B1 ∧C0)∨ (A0 ∧
B0 ∧C1) = (A∧B ∧C)∨ (A∧¬B ∧C)∨ (A∧¬B ∧¬C)∨ (¬A∧B ∧
C) ∨ (¬A ∧B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ C).

Âòîðîé ñïîñîá � ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ ê ÑÄÍÔ ðàâíîñèëüíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1) ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ ýêâèâàëåíöèè è èìïëèêàöèè �èçáàâëÿåì-
ñÿ� â èñõîäíîé ÔËÂ F îò ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ←→ è −→;

2) ïðèìåíÿÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà, äèñòðèáóòèâíîñòè è äâîéíîãî
îòðèöàíèÿ, ïðèâîäèì ôîðìóëó ê ÄÍÔ;

3) îò ÄÍÔ ê ÑÄÍÔ ïåðåõîäèì, �äîáàâëÿÿ� â êàæäóþ ýëåìåí-
òàðíóþ êîíúþíêöèþ X íåäîñòàþùèå ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå: åñëè
â X íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ A, òî çàìåíÿåì X íà ðàâíîñèëüíóþ åé
ôîðìóëó (X ∧A)∨ (X ∧¬A); ïðè íåîáõîäèìîñòè ñ ïîìîùüþ çàêîíà
èäåìïîòåíòíîñòè äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òîáû âñå ýëåìåíòàðíûå êîíú-
þíêöèè â ôîðìóëå áûëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïðèâåñòè ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê
ÑÄÍÔ ôîðìóëó F èç ïðèìåðà 1.
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F = (A ←→ B) −→ C ≡12 (A −→ B) ∧ (B −→ A) −→ C ≡7

(¬A ∨ B) ∧ (¬B ∨ A) −→ C ≡7 ¬((¬A ∨ B) ∧ (¬B ∨ A)) ∨ C ≡9

(¬¬A∧¬B)∨(¬¬B∧¬A)∨C ≡6 (A∧¬B)∨(B∧¬A)∨C ≡ (A∧¬B∧
C)∨(A∧¬B∧¬C)∨(¬A∧B∧C)∨(¬A∧B∧¬C) ∨(A∧C)∨(¬A∧C) ≡
(A∧¬B∧C)∨(A∧¬B∧¬C)∨(¬A∧B∧C)∨(¬A∧B∧¬C)∨(A∧B∧
C)∨(A∧¬B∧C)∨(¬A∧B∧C)∨(¬A∧¬B∧C) ≡4 (A∧¬B∧C)∨(A∧
¬B∧¬C)∨(¬A∧B∧C)∨(¬A∧B∧¬C)∨(A∧B∧C)∨(¬A∧¬B∧C).

Êàê âèäèì, èñêîìûå ÑÄÍÔ â ïðèìåðàõ 1 è 2 ñîâïàäàþò ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ÑÄÍÔ âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî èí-
òåðïðåòàöèé ÔËÂ F , ïðè êîòîðûõ F èñòèííà, ðàâíî ÷èñëó ýëåìåí-
òàðíûõ êîíúþíêöèé â ÑÄÍÔ, ðàâíîñèëüíîé F . Îòñþäà ïîëó÷àåì
âàæíîå ñëåäñòâèå.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. ÔËÂ F ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ðàâíîñèëüíàÿ åé ÑÄÍÔ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè 2n

ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, ãäå n � ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
â F .

ÏÐÈÌÅÐ 3. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà F = ¬B ∨ ¬(A −→ ¬B) ∨
(¬A ∧B) � òàâòîëîãèÿ.

Ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì F ê ÑÄÍÔ:
F = ¬B∨¬(A −→ ¬B)∨ (¬A∧B) ≡ ¬B∨¬(¬A∨¬B)∨ (¬A∧B)

≡ ¬B∨(A∧B)∨(¬A∧B) ≡ (A∧¬B)∨(¬A∧¬B)∨(A∧B)∨(¬A∧B).
Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî F � òàâòîëîãèÿ.

� 1.7. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. Êîíúþíêòèâ-

íûå íîðìàëüíûå ôîðìû

Ïóñòü ÔËÂ F ñîäåðæèò ëèøü ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬, ∧, ∨. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç F ∗ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ èç F çàìåíîé: ∧ íà ∨, ∨ íà
∧, A íà ¬A, ¬A íà A (A � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ â F ), 1 íà 0 è
0 íà 1. Ôîðìóëà F ∗ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê F . Íàïðèìåð, äëÿ
F = ¬(A∧B ∨C)∧1∨ ¬C èìååì F ∗ = (¬((¬A∨¬B)∧¬C)∨0) ∧C.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè).Äëÿ ëþáîé ÔËÂ
F , ñîäåðæàùåé ëèøü ñâÿçêè ¬, ∧, ∨, âûïîëíåíî F ∗ ≡ ¬F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî äëèíå ôîðìóëû F . Áà-
çà èíäóêöèè, ò.å. êîãäà F � ëîãè÷åñêàÿ êîíñòàíòà èëè ïåðåìåííàÿ,
î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè èìååò ìåñòî
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äëÿ âñåõ ôîðìóë, äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì äëèíà F , è ïîêàæåì,
÷òî îí âåðåí è äëÿ ôîðìóëû F . Ðàçáåðåì ðÿä ñëó÷àåâ â çàâèñèìîñòè
îò âèäà ôîðìóëû F .

Ñëó÷àé 1. F = ¬G. Òîãäà F ∗ = (¬G)∗ ≡ ¬(G∗) ≡ ¬(¬G) = ¬F .
Ñëó÷àé 2. F = G∧H. Òîãäà F ∗ = G∗∨H∗ ≡ ¬G∨¬H ≡ ¬(G∧H)

= ¬F .
Ñëó÷àé 3. F = G∨H. Òîãäà F ∗ = G∗∧H∗ ≡ ¬G∧¬H ≡ ¬(G∨H)

= ¬F . Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Äëÿ ëþáûõ ÔËÂ F è G, ñîäåðæàùèõ ëèøü
ñâÿçêè ¬, ∧, ∨, âûïîëíåíî F ≡ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F ∗ ≡ G∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì F ≡ G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ¬F ≡
¬G, ÷òî ââèäó F ∗ ≡ ¬F è G∗ ≡ ¬G ýêâèâàëåíòíî F ∗ ≡ G∗.

ÔËÂ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ñîêðà-
ùåííî ÊÍÔ), åñëè îíà äâîéñòâåííà íåêîòîðîé ÄÍÔ. Àíàëîãè÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ ñîâåðøåííûå êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû
(ñîêðàùåííî ÑÊÍÔ). Î÷åâèäíî, ÔËÂ F ÿâëÿåòñÿ ÑÊÍÔ â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èìååò âèä:

F =
∧

(A1,...,An)∈TF

(XA1
1 ∨ ... ∨XAn

n ),

ãäå TF ⊆ {1,0}n. Âûðàæåíèå âèäà XA1
1 ∨ ... ∨XAn

n íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé. Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû
î ÑÄÍÔ.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÊÍÔ. Âñÿêàÿ ÔËÂ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òàâòîëîãè-
åé, ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé ÑÊÍÔ, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíê-
öèé è ïî íàáîðó ïåðåìåííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÔËÂ F íå ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Òîãäà
¬F � âûïîëíèìàÿ ôîðìóëà, îòêóäà ïî òåîðåìå î ÑÄÍÔ ¬F ≡ G
äëÿ íåêîòîðîé ÑÄÍÔ G. Ó÷èòûâàÿ ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè, ïîëó-
÷àåì F ≡ ¬G ≡ G∗, ò.å. F ðàâíîñèëüíà ÑÊÍÔ G∗. Äîêàæåì òåïåðü
åäèíñòâåííîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ÑÊÍÔ äëÿ ôîðìóëû F . Â ñà-
ìîì äåëå, ïóñòü F ≡ G1 è F ≡ G2, ãäå îáå ÔËÂ G1 è G2 ñóòü
ÑÊÍÔ îò òîãî æå íàáîðà ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ÷òî è F . Òîãäà
G1 ≡ G2, è â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè G∗1 ≡ G∗2.
Îòñþäà ââèäó òîãî, ÷òî îáå ôîðìóëû G∗1 è G∗2 ÿâëÿþòñÿ ÑÄÍÔ,
èìååì G∗1 = G∗2, è ïîòîìó G1 = G2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ ÔËÂ ê ÑÊÍÔ.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïðèâåñòè ÔËÂ F = (B −→ ¬C) ∧ (A ∧ C −→ B) ê
ÑÊÍÔ òàáëè÷íûì ñïîñîáîì.

Âûïèøåì òàáëèöó èñòèííîñòè ôîðìóëû F .

A B C F
1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

Êàæäîé èíòåðïðåòàöèè φ: A B C
S1 S2 S3

ôîðìóëû F , òàêîé, ÷òî
φ(F ) = 0, â èñêîìîé ÑÊÍÔ ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíê-
öèÿ âèäà AS1 ∨BS2 ∨ CS3 , ãäå

XS =

{
¬X , åñëè S = 1,
X , åñëè S = 0

(ýòî ëåãêî ïîíÿòü èç ñîîáðàæåíèé äâîéñòâåííîñòè, ñì. ïðèìåð 1 èç
�1.6). Ïîýòîìó èìååì

F ≡ (A1 ∨B1 ∨ C1) ∧ (A1 ∨B0 ∨ C1) ∧ (A0 ∨B1 ∨ C1) =
(¬A ∨ ¬B ∨ ¬C) ∧ (¬A ∨B ∨ ¬C) ∧ (A ∨ ¬B ∨ ¬C).

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïðèâåñòè ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê
ÑÊÍÔ ôîðìóëó F èç ïðèìåðà 1.

F = (B −→ ¬C)∧ (A∧C −→ B) ≡ (¬B ∨¬C)∧ (¬A∨¬C ∨B) ≡
(¬A ∨ ¬B ∨ ¬C) ∧ (A ∨ ¬B ∨ ¬C) ∧ (¬A ∨B ∨ ¬C).

Òàê êàê ÷èñëî èíòåðïðåòàöèé ÔËÂ, ïðè êîòîðûõ îíà ëîæíà,
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé â ðàâíîñèëüíîé åé
ÑÊÍÔ (ñì. ïðèìåð 1), ïîëó÷àåì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. ÔËÂ F ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ðàâíîñèëüíàÿ åé ÑÊÍÔ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè 2n

ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé, ãäå n � ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
â F .

ÏÐÈÌÅÐ 3. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà F = A∧ (A −→ B)∧ (A −→
¬B) � ïðîòèâîðå÷èå.



�1.8. Êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ïîñòà 27

Ðàâíîñèëüíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì F ê ÑÊÍÔ:
F = A ∧ (A −→ B) ∧ (A −→ ¬B) ≡ A ∧ (¬A ∨B) ∧ (¬A ∨ ¬B) ≡
(A ∨B) ∧ (A ∨ ¬B) ∧ (¬A ∨B) ∧ (¬A ∨ ¬B).

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî F � ïðîòèâîðå÷èå.

� 1.8. Ïîëíûå è çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ

ôóíêöèé. Òåîðåìà Ïîñòà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå áóäåì îáîçíà÷àòü
ñòðî÷íûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè: X = {x1, x2, . . .} � ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî. Êàæäóþ ëîãè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ xi ðàññìàòðèâàåì êàê ÁÔ,
îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì f(xi) = xi. Äâå ÁÔ f(xi1 , xi2 , . . . , xin) è
g(xj1 , xj2 , . . . , xjm) ìû ñ÷èòàåì ðàâíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî îòîáðà-
æåíèÿ ϕ : X −→ {0,1} ñïðàâåäëèâî f(ϕ(xi1), ϕ(xi2), . . . , ϕ(xin)) =
g(ϕ(xj1), ϕ(xj2), . . . , ϕ(xjm)). Ïóñòü äëÿ ÁÔ f(xi1 , xi2 , . . . , xin) èìååò
ìåñòî 1 ≤ i1, . . . , in ≤ N . Îïðåäåëèì ÁÔ g(x1, x2, . . . , xN ), ïîëàãàÿ
g(a1, a2, . . . , aN ) = f(ai1 , ai2 , . . . , ain) äëÿ âñåõ a1, a2, . . . , aN ∈ {0,1}.
Î÷åâèäíî, ÷òî f(xi1 , xi2 , . . . , xin) = g(x1, x2, . . . , xN ). Òàêèì îáðà-
çîì, íåêîòîðûå ïåðåìåííûå ìîãóò âõîäèòü â ÁÔ ôèêòèâíî. Çàìå-
òèì òàêæå, ÷òî äâå ÁÔ îò ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèå
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå 0 (ñîîòâåòñòâåííî 1) ïðè ëþáîì íàáîðå çíà÷å-
íèé ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ äâå
ÁÔ-êîíñòàíòû, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü èìåþùèìè ëþáîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî âñåõ ÁÔ. Ïóñòü f(x1, . . . , xn),
g1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm) ∈ F. ÁÔ h(x1, . . . , xm) íà-
çûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ÁÔ f, g1, . . . , gn, åñëè äëÿ ëþáûõ
y1, . . . , ym ∈ {0,1} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h(y1, . . . , ym) =
f(g1(y1, . . . , ym), . . . , gn(y1, . . . , ym)). Áóäåì çàïèñûâàòü ýòî ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: h = f(g1, . . . , gn). Îòìåòèì, ÷òî x1, . . . , xm âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ ôàêòè÷åñêè
çàâèñèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ÁÔ g1, . . . , gn. Íàïðèìåð, åñëè
f(x1, x2) = x1 ∨ x2, g1(x1, x2, x3) = x1 ∧ x2, g2(x1, x2, x3) = ¬x3, òî
f(g1, g2) = x1 ∧ x2 ∨ ¬x3.

Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà F áóäåì íàçûâàòü êëàññàìè ÁÔ è îáî-
çíà÷àòü ãîòè÷åñêèìè áóêâàìè. Êëàññ H íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì îò-
íîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèè, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ÁÔ f(x1, . . . , xn),
g1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm) ∈ H îí ñîäåðæèò òàêæå è ÁÔ
f(g1, . . . , gn).
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Êëàññ ÁÔ, ñîäåðæàùèé ìíîæåñòâî X âñåõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ, íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îí çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñóïåð-
ïîçèöèè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íåïóñòîãî ñåìåé-
ñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ ÁÔ òàêæå áóäåò çàìêíóòûì êëàññîì. Î÷å-
âèäíî, ÷òî êëàññ âñåõ ÁÔ F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Çàìûêàíèå C(H)
ïðîèçâîëüíîãî êëàññà ÁÔ H ìû îïðåäåëèì êàê ïåðåñå÷åíèå âñåõ çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ ÁÔ, ñîäåðæàùèõ H. Äðóãèìè ñëîâàìè, C(H) åñòü
íàèìåíüøèé ïî âêëþ÷åíèþ çàìêíóòûé êëàññ ÁÔ, ñîäåðæàùèé H.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî çàìûêàíèå C(H) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç òåõ ÁÔ,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ÁÔ êëàññà H è âñåõ ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Î÷åâèäíî
òàêæå, ÷òî êëàññ ÁÔ çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîâ-
ïàäàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì.

Êëàññ ÁÔ H íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè C(H) = F. Öåëü ýòîãî ïà-
ðàãðàôà � ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïîëíî-
òû êëàññà ÁÔ (òåîðåìà Ïîñòà) è îïèñàíèå ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ-
÷åíèþ ñîáñòâåííûõ (ò.å. îòëè÷íûõ îò F) çàìêíóòûõ êëàññîâ ÁÔ.

Ïðèìåðàìè ïîëíûõ êëàññîâ ÁÔ ÿâëÿþòñÿ, â ñèëó èõ îïðåäåëå-
íèÿ, âñå ïîëíûå ñèñòåìû ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ìíîæåñòâî ÁÔ, îïðåäåëÿåìûõ ëîãè÷åñêè-
ìè ñâÿçêàìè {∨,∧,¬}, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êëàññîì.

Êàê áóäåò óñòàíîâëåíî íèæå, ìàêñèìàëüíûìè ñîáñòâåííûìè çà-
ìêíóòûìè êëàññàìè ÁÔ áóäóò ñëåäóþùèå ïÿòü êëàññîâ è òîëüêî
îíè. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ êëàññîâ ñîäåðæèò âñå ëî-
ãè÷åñêèå ïåðåìåííûå, ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.

1. Êëàññ T0 ÁÔ, ñîõðàíÿþùèõ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
f(x1, . . . , xn) ∈ T0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(0, . . . ,0) = 0. Î÷å-
âèäíî, ÷òî êëàññ T0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì êëàññîì ÁÔ.

2. Êëàññ T1 ÁÔ, ñîõðàíÿþùèõ 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
f(x1, . . . , xn) ∈ T1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(1, . . . ,1) = 1. Î÷å-
âèäíî, ÷òî êëàññ T1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çàìêíóòûì êëàññîì ÁÔ.

3. Êëàññ S ñàìîäâîéñòâåííûõ ÁÔ. ÁÔ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåò-
ñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè ∀x1, . . . , xn ∈ {0,1} èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî f(¬x1, . . . ,¬xn) = ¬f(x1, . . . , xn). Òàê êàê ÁÔ, ïðèíèìàþùàÿ
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå (êîíñòàíòà), íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé,
êëàññ S ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Óáåäèìñÿ, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì. Ïóñòü f(x1, . . . , xn), g1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm) ∈ S è
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h = f(g1, . . . , gn). Òîãäà ∀x1, . . . , xm ∈ {0,1} èìååò ìåñòî

h(¬x1, . . . ,¬xm) = f(g1(¬x1, . . . ,¬xm), . . . , gn(¬x1, . . . ,¬xm)) =

f(¬g1(x1, . . . , xm), . . . ,¬gn(x1, . . . , xm)) =

¬f(g1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm)) = ¬h(x1, . . . , xm).

Ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ S è êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ÁÔ ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì.

4. Êëàññ M ìîíîòîííûõ ÁÔ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííîé
ôóíêöèè ââåäåì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ íà ìíîæåñòâå
{0,1}n ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì 0 < 1. Ïóñòü (a1, . . . , an),
(b1, . . . , bn) ∈ {0,1}n. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ (a1, . . . , an) <
(b1, . . . , bn), åñëè äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n èìååò ìåñòî ai ≤ bi è ñó-
ùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî k ≤ n òàêîå, ÷òî ak < bk. Êàê îáû÷-
íî, (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) îçíà÷àåò, ÷òî ëèáî (a1, . . . , an) <
(b1, . . . , bn), ëèáî (a1, . . . , an) = (b1, . . . , bn).

ÁÔ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
(a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ {0,1}n èç (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn) ñëå-
äóåò f(a1, . . . , an) ≤ f(b1, . . . , bn). Êëàññ ìîíîòîííûõ ÁÔ ÿâëÿåòñÿ
ñîáñòâåííûì, òàê êàê îòðèöàíèå íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé.
Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé áóäåò ìîíî-
òîííîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, êëàññ M ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çàìêíóòûì êëàññîì ÁÔ.

5. Êëàññ L ëèíåéíûõ ÁÔ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé òðå-
áóåòñÿ ïîíÿòèå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå
{0,1} îïåðàöèþ ⊕ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî-
ëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ 0 ⊕ 1 = 1 ⊕ 0 = 1, 0 ⊕ 0 = 1 ⊕ 1 = 0. Äëÿ
ýòîé îïåðàöèè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, ëåãêî ïðîâåðÿå-
ìûå íåïîñðåäñòâåííî:

x⊕ y = y ⊕ x;
(x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z);
x⊕ 0 = x;
x⊕ x = 0;
x ∧ (y ⊕ z) = (x ∧ y)⊕ (x ∧ z);
x⊕ 1 = ¬x.
Ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íî ÔËÂ

(ñì. �1.1), èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû, ïåðåìåííûå è, âìåñòî
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê, îïåðàöèè ⊕,∧. Ïðè ýòîì îïåðàöèþ ∧ íàçûâàþò
óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àþò òî÷êîé èëè îïóñêàþò çíàê ýòîé îïåðà-
öèè. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïåðàöèè ⊕, ïðèâåäåííûå âûøå, è çàêîí
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èäåìïîòåíòíîñòè äëÿ êîíúþíêöèè (óìíîæåíèÿ), ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ìîæåò áûòü çàïèñàí ëèáî êàê 0,
ëèáî â âèäå ñóììû îäíî÷ëåíîâ: êîíñòàíòû 1, íåêîòîðûõ ëîãè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ xi1 , . . . , xim è íåêîòîðûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà xi1 · · ·xim ,
ãäå m ≥ 2 è ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå xi1 , . . . , xim ðàçëè÷íû. Ýòà çà-
ïèñü àíàëîãè÷íà çàïèñè îáû÷íîãî ìíîãî÷ëåíà îò íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ. Íàçîâåì åå êàíîíè÷åñêîé çàïèñüþ ìíîãî÷ëåíàÆåãàëêèíà.

ÒÅÎÐÅÌÀ (î ïðåäñòàâëåíèè ÁÔ ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà).
Ëþáàÿ ÁÔ îò n ïåðåìåííûõ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèìà ìíîãî÷ëå-
íîì Æåãàëêèíà â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äèçúþíêöèÿ x∨y ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà: x ∨ y = ¬(¬x ∧ ¬y) =
1⊕ (1⊕ x)(1⊕ y) = 1⊕ 1⊕ x⊕ y ⊕ xy = x⊕ y ⊕ xy, ò.å.

x ∨ y = x⊕ y ⊕ xy. (1)

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ÑÄÍÔ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ëþáàÿ ÁÔ îò n ïå-
ðåìåííûõ, íå ÿâëÿþùàÿñÿ êîíñòàíòîé 0, âûðàæàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì
Æåãàëêèíà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ÑÄÍÔ çàìåíîé îòðèöàíèÿ è
äèçúþíêöèè ÷åðåç ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Ïðèâîäÿ ïîëó÷åííûé
ìíîãî÷ëåí ê êàíîíè÷åñêîé çàïèñè è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
êîíñòàíòà 0 � êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà Æåãàë-
êèíà, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÁÔ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîäñ÷èòàòü êî-
ëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êàíîíè÷åñêèõ çàïèñåé ìíîãî÷ëåíîâ Æåãàëêè-
íà îò n ïåðåìåííûõ è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíî ðàâíî 22n

� êîëè÷åñòâó
âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Êîëè÷åñòâî îäíî÷ëåíîâ
âèäà xi1 · · ·xim îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî áèíîìèàëüíîìó êîýôôèöè-
åíòó Cmn = n!

m!(n−m)! . Òàêèì îáðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ

îäíî÷ëåíîâ ðàâíî 1+
∑n
m=1 C

m
n = 2n. Ïîñêîëüêó êàæäûé îäíî÷ëåí

ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ èëè íå âñòðå÷àòüñÿ â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè ìíî-
ãî÷ëåíà Æåãàëêèíà îò n ïåðåìåííûõ, îáùåå ÷èñëî êàíîíè÷åñêèõ
çàïèñåé ðàâíî ÷èñëó âñåâîçìîæíûõ ñòðîê äëèíû 2n, ñîñòàâëåííûõ
èç íóëåé è åäèíèö, ò.å. ðàâíî 22n

.

ÁÔ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè åå ìíîãî-
÷ëåíà Æåãàëêèíà îòñóòñòâóþò ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ, ò.å. ýòà
çàïèñü èìååò âèä b ⊕ xi1 ⊕ . . . ⊕ xim , ãäå b ∈ {0,1}. Î÷åâèäíî, ÷òî
ëèíåéíûå ôóíêöèè îáðàçóþò ñîáñòâåííûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ëåãêî ïðîâåðèòü òàêæå, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Äëÿ ýòîãî ëþáóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ,
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ïåðåìåííûå êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ñðåäè x1, . . . , xn, ñëåäóåò çàïèñàòü â
âèäå a1x1⊕ a2x2⊕ . . .⊕ anxn⊕ b, ãäå a1, a2, . . . , an, b ∈ {0,1}. Òàêèì
îáðàçîì, L � ñîáñòâåííûé çàìêíóòûé êëàññ ÁÔ.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÎÑÒÀ. Ïðîèçâîëüíûé êëàññ ÁÔ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò ÁÔ, íå ñîõðàíÿþùóþ 0,
ÁÔ, íå ñîõðàíÿþùóþ 1, íåñàìîäâîéñòâåííóþ ÁÔ, íåìîíîòîííóþ
ÁÔ, íåëèíåéíóþ ÁÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà ðÿä ëåìì. Íàïîì-
íèì, ÷òî êîíñòàíòîé íàçûâàåòñÿ áóëåâà ôóíêöèÿ g(x) òàêàÿ, ÷òî
g(0) = g(1).

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ÁÔ f íåñàìîäâîéñòâåííà, òî êëàññ C({f,¬})
ñîäåðæèò êîíñòàíòó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÁÔ f(x1, . . . , xn) íåñàìîäâîéñòâåííà. Ïî
îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ai ∈ {0,1}
(i = 1, . . . , n), ÷òî f(¬a1, . . . ,¬an) 6= ¬f(a1, . . . , an). Ïîñêîëü-
êó f(a1, . . . , an) ∈ {0,1}, çàêëþ÷àåì, ÷òî f(¬a1, . . . ,¬an) =
f(a1, . . . , an). Ðàññìîòðèì ÁÔ g(x1) = f(xa11 , . . . , xan1 ). Íàïîìíèì,
÷òî xai1 = x1 ïðè ai = 1 è xai1 = ¬x1 ïðè ai = 0. ßñíî, ÷òî g(x1) ∈
C({f,¬}). Òàê êàê 0ai = ¬ai è 1ai = ai, èìååì g(0) = f(0a1 , . . . ,0an)
= f(¬a1, . . . ,¬an) = f(a1, . . . , an) = f(1a1 , . . . ,1an) = g(1). Òàêèì
îáðàçîì, g(0) = g(1), ò.å. g(x1) � êîíñòàíòà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-
êàçàòü.

ËÅÌÌÀ 2. Åñëè ÁÔ f íåìîíîòîííà, òî êëàññ C({f,0,1}) ñî-
äåðæèò îòðèöàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÁÔ f(x1, . . . , xn) íåìîíîòîííà. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ai, bi ∈ {0,1}
(i = 1, . . . , n), ÷òî (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) è f(a1, . . . , an) >
f(b1, . . . , bn). Ñëåäîâàòåëüíî, f(a1, . . . , an) = 1 è f(b1, . . . , bn) = 0.
Ñêàæåì, ÷òî âåêòîð (c1, . . . , cn) ïîêðûâàåòñÿ âåêòîðîì (d1, . . . , dn),
åñëè (c1, . . . , cn) < (d1, . . . , dn) è íå ñóùåñòâóåò âåêòîðà (e1, . . . , en)
ñî ñâîéñòâîì (c1, . . . , cn) < (e1, . . . , en) < (d1, . . . , dn). Áóäåì îáîçíà-
÷àòü ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: (c1, . . . , cn) ≺ (d1, . . . , dn). Èç îïðå-
äåëåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≤ íà ìíîæåñòâå {0,1}n ñëåäóåò, ÷òî
(c1, . . . , cn) ≺ (d1, . . . , dn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
÷èñëî m, 0 < m ≤ n òàêîå, ÷òî ci = di äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}\{m}
è cm = 0, dm = 1. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn),
òî îò (a1, . . . , an) äî (b1, . . . , bn) ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âåêòîðîâ èç
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ìíîæåñòâà {0,1}n, â êîòîðîé êàæäûé âåêòîð ïîêðûâàåòñÿ ïîñëå-
äóþùèì. Òàê êàê f(a1, . . . , an) = 1 è f(b1, . . . , bn) = 0, äëÿ íåêîòî-
ðûõ (c1, . . . , cn), (d1, . . . , dn) èìååò ìåñòî (a1, . . . , an) ≤ (c1, . . . , cn) ≺
(d1, . . . , dn) ≤ (b1, . . . , bn), ïðè÷åì f(c1, . . . , cn) = 1 è f(d1, . . . , dn) =
0. Ïóñòü cm = 0, dm = 1 è ci = di äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}\{m}.
Ïîëîæèì g(x) = f(c1, . . . , cm−1, x, cm+1, . . . , cn). Òîãäà g(1) = 0 è
g(0) = 1, ò.å. g(x) = ¬x. ßñíî, ÷òî g(x) ∈ C({f,0,1}). Ýòî çàâåðøà-
åò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

ËÅÌÌÀ 3. Åñëè ÁÔ f íåëèíåéíà, òî êëàññ C({f,¬,0,1}) ñî-
äåðæèò êîíúþíêöèþ è äèçúþíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÁÔ f(x1, . . . , xn) íåëèíåéíà, ò.å.
f(x1, . . . , xn) = xi1 · · ·xim ⊕ ..., ãäå m � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèçâåäåíèå âñòðå÷àåòñÿ â
çàïèñè f(x1, . . . , xn) â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà, ïðè÷åì m ≥ 2.
Ïîäñòàâèì â ìíîãî÷ëåí, ïðåäñòàâëÿþùèé f , âìåñòî ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn ïåðåìåííûå x1, x2 è êîíñòàíòû òàê, ÷òî âìåñòî xi1 ïîä-
ñòàâëÿåòñÿ x1, âìåñòî xi2� ïåðåìåííàÿ x2, âìåñòî xik ïðè 3 ≤ k ≤ m
� êîíñòàíòà 1 è âìåñòî xj ïðè j ∈ {1, . . . , n}\{i1, . . . , im} � êîíñòàí-
òà 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôóíêöèþ g(x1, x2) = x1x2⊕ax1⊕bx2⊕c
èç êëàññà C({f,0,1}). Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè äëÿ êîíñòàíò
a, b, c. Òàê êàê ∧ ∈ C({¬,∨}) è ∨ ∈ C({¬,∧}), íàì äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü, ÷òî êîíúþíêöèÿ èëè äèçúþíêöèÿ ñîäåðæèòñÿ â êëàññå
C({g,¬,0,1}).

Ñëó÷àé 1. a = b = c = 0. Òîãäà g(x1, x2) = x1x2 = x1 ∧ x2, ÷òî è
òðåáóåòñÿ.

Ñëó÷àé 2. a = 0, b = 1, c = 0. Òîãäà g(x1, x2) = x1x2 ⊕ x2 =
(x1 ⊕ 1)x2 = (¬x1) ∧ x2 è g(¬x1, x2) = (¬¬x1) ∧ x2 = x1 ∧ x2.

Ñëó÷àé 3. a = 1, b = 0, c = 0. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ñëó÷àé 4. a = 0, b = 1, c = 1. Òîãäà g(x1, x2) = x1x2 ⊕ x2 ⊕ 1 =
(x1 ⊕ 1)x2 ⊕ 1 = ¬(¬x1 ∧ x2) = x1 ∨ ¬x2 è g(x1,¬x2) = x1 ∨ x2.

Ñëó÷àé 5. a = 1, b = 0, c = 1. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

Ñëó÷àé 6. a = b = 1, c = 0. Òîãäà g(x1, x2) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ x2 =
x1 ∨ x2 â ñèëó ôîðìóëû (1).

Ñëó÷àé 7. a = b = c = 1. Òîãäà g(x1, x2) = x1x2 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1 =
(x1⊕1)(x2⊕1) = (¬x1)∧(¬x2). Ñëåäîâàòåëüíî, g(¬x1,¬x2) = x1∧x2.

Ñëó÷àé 8. a = b = 0, c = 1. Òîãäà g(x1, x2) = x1x2 ⊕ 1 =
¬(x1 ∧ x2) = ¬x1 ∨ ¬x2. Ñëåäîâàòåëüíî, g(¬x1,¬x2) = x1 ∨ x2.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîñòà.
Ïóñòü K � ïîëíûé êëàññ ÁÔ. Òîãäà íè îäíî èç âêëþ÷åíèé

K ⊆ Ti (i = 0, 1), K ⊆ S, K ⊆ M, K ⊆ L íåâîçìîæíî, òàê êàê âñå
êëàññû Ti (i = 0, 1), S, M, L ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çàìêíóòûìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, K äîëæåí ñîäåðæàòü ïî ôóíêöèè, íå ïðèíàäëåæà-
ùåé êàæäîìó èç óêàçàííûõ êëàññîâ, ÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Ïóñòü òåïåðü K � êëàññ ÁÔ, ñîäåðæàùèé ôóíêöèè fi 6∈ Ti, (i =
0, 1), f2 6∈ S, f3 6∈M, f4 6∈ L. Äîêàæåì, ÷òî {¬,∧,∨} ⊂ C(K). Òîãäà
ïîëíîòà êëàññà K áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðåäëîæåíèÿ.

Ïîëîæèì g(x) = f0(x, . . . , x) è h(x) = f1(x, . . . , x). Òîãäà g(0) =
1 è h(1) = 0. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. g(1) = 0 èëè h(0) = 1. Òîãäà g(x) = ¬x èëè h(x) = ¬x,
ò.å. ¬ ∈ C(K). Ñîãëàñíî ëåììå 1 êëàññ C({¬, f3}) ñîäåðæèò êîíñòàí-
òó, ïîýòîìó {0,1} ⊂ C(K). Â ñèëó ëåììû 3 {∧,∨} ⊂ C({¬, f4,0,1})
è ïîòîìó {¬,∧,∨} ⊂ C(K).

Ñëó÷àé 2. g(1) = 1 è h(0) = 0. Òîãäà g � êîíñòàíòà 1,
h � êîíñòàíòà 0. Ñîãëàñíî ëåììå 2 èìååì ¬ ∈ C({f3,0,1}), à
ïî ëåììå 3 {∧,∨} ⊂ C({¬, f4,0,1}). Ñëåäîâàòåëüíî, âêëþ÷åíèå
{¬,∧,∨} ⊂ C(K) âûïîëíåíî è â ýòîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà Ïîñòà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñå ìàêñèìàëüíûå çàìêíóòûå êëàññû ÁÔ èñ-
÷åðïûâàþòñÿ êëàññàìè Ti (i = 0, 1), S, M, L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé
ñîáñòâåííûé çàìêíóòûé êëàññ ÁÔ ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç êëàññîâ
Ti (i = 0, 1), S, M, L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K � çàìêíóòûé êëàññ
ÁÔ, êîòîðûé íå ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç ïÿòè óêàçàííûõ êëàññîâ.
Òîãäà ýòîò êëàññ ñîäåðæèò ÁÔ fi 6∈ Ti (i = 0, 1), f2 6∈ S, f3 6∈ M,
f4 6∈ L. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïîñòà êëàññ K ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Òàê êàê K � çàìêíóòûé êëàññ ÁÔ, îí ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âñåõ ÁÔ,
ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Êàê ìû îòìå÷àëè â �1.5, îïåðàöèÿ, ÿâëÿþùàÿ-
ñÿ ñòðåëêîé Ïèðñà, îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíà îïðåäåëÿåò ïîëíûé îäíîýëåìåíòíûé êëàññ ÁÔ.
Ýòîò ôàêò íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Ïîñòà, ïîñêîëüêó ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ñòðåëêà Ïèðñà îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåáî-
âàíèÿì ýòîé òåîðåìû: îíà íå ñîõðàíÿåò 0 è 1, íå ñàìîäâîéñòâåííà,
íå ìîíîòîííà è íå ëèíåéíà. Âñå ýòî ìîæíî ñêàçàòü è ïðî øòðèõ
Øåôôåðà.
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� 1.9. Ïðèëîæåíèå ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ê àíà-

ëèçó ðåëåéíî-êîíòàêòíûõ ñõåì

Âïåðâûå íà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ëîãèêè âûñêàçûâàíèé äëÿ
îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ áûëî îáðàùåíî âíèìà-
íèå â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì ýëåêòðè÷åñêèõ ðåëåéíî-êîíòàêòíûõ
ñõåì. Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå.

Êîíòàêòîì ìû áóäåì íàçûâàòü óñòðîéñòâî, êîòîðîå â ïðîöåññå
ðàáîòû ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: çàìêíóòîì èëè ðàçî-
ìêíóòîì. Îáîçíà÷àòü êîíòàêòû áóäåì (òàê æå, êàê è ëîãè÷åñêèå
ïåðåìåííûå) áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè. Åñëè äâà êîíòàêòà
íàõîäÿòñÿ âñåãäà â îäèíàêîâîì ñîñòîÿíèè, òî ìû èõ íå ðàçëè÷àåì è
îáîçíà÷àåì îäíîé è òîé æå áóêâîé. Åñëè êîíòàêò Y çàìêíóò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíòàêò X ðàçîìêíóò, òî âìåñòî Y ïèøåì
¬X. Îïðåäåëèì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âõîæäåíèé êîíòàêòîâ ïîíÿ-
òèå ðåëåéíî-êîíòàêòíîé ñõåìû (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ
òàêæå òåðìèíîì �êîíòàêòíàÿ ñõåìà�):

(0) ñõåìû âèäà - è �� - ÿâëÿþòñÿ êîíòàêò-
íûìè; ïåðâàÿ èç íèõ âñåãäà çàìêíóòà, âòîðàÿ � ðàçîìêíóòà;

(1) äëÿ ëþáîãî êîíòàêòà Y ñõåìà �� -Y ÿâëÿåòñÿ êîí-
òàêòíîé; îíà çàìêíóòà, åñëè Y çàìêíóò, è ðàçîìêíóòà â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå;

(2) åñëè

-S1 è -S2

ñóòü êîíòàêòíûå ñõåìû, òî ñõåìû âèäà

S1 -S2 è
-

S1

S2

òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòíûìè; ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ïåðâàÿ èç íèõ
ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíûì ñîåäèíåíèåì ñõåì S1 è S2 (îíà îáîçíà-
÷àåòñÿ S1 ∧S2), à âòîðàÿ � ïàðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì ñõåì S1 è S2
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(îíà îáîçíà÷àåòñÿ S1 ∨ S2); ñõåìà S1 ∧ S2, ïî îïðåäåëåíèþ, çàìêíó-
òà, åñëè çàìêíóòû îáå ñõåìû S1, S2, à ñõåìà S1 ∨S2 çàìêíóòà, åñëè
çàìêíóòà õîòÿ áû îäíà èç ñõåì S1, S2.

(3) ëþáàÿ êîíòàêòíàÿ ñõåìà S ïîëó÷àåòñÿ îäíèì èç óêàçàííûõ
ñïîñîáîâ (0), (1), (2); îíà èìååò âõîä è âûõîä:

âõîä

-S

âûõîä

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ñõåìà S ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îä-
íîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé � çàìêíóòîì èëè ðàçîìêíóòîì, çàâèñÿùåì
îò ñîñòîÿíèé åå êîíòàêòîâ â äàííûé ìîìåíò. Èç ñîîáðàæåíèé ÷è-
ñòî òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà ÿñíî, ÷òî ðåëåéíî-êîíòàêòíàÿ ñõåìà çà-
ìêíóòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðîâîäèò ýëåêòðè÷åñêèé
òîê.

Ïî êàæäîé êîíòàêòíîé ñõåìå S ìîæíî ïîñòðîèòü ÔËÂ FS ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

(0) åñëè S èìååò âèä - èëè �� - , òî ñîîòâåò-
ñòâåííî FS = 1 èëè FS = 0;

(1) åñëè S èìååò âèä �� -X èëè �� -¬X , òî ñîîòâåò-
ñòâåííî FS = X èëè FS = ¬X;

(2) åñëè S = S1 ∧ S2 èëè S = S1 ∨ S2, òî ñîîòâåòñòâåííî FS =
FS1
∧ FS2

èëè FS = FS1
∨ FS2

.
Íàïðèìåð, ñõåìå S, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.1, ñîîòâåòñòâóåò ôîð-

ìóëà FS = (X∧(Z∨¬Y ))∨(¬X∧Z)∨((X∨¬Y )∧¬Z). Îáðàòíî, åñëè
F � ÔËÂ òàêàÿ, ÷òî â íåå âõîäÿò òîëüêî ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬,∧,∨,
ïðè÷åì ñâÿçêà ¬ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â ïàðå ñ ëîãè÷åñêîé ïåðåìåí-
íîé, òî ïî ôîðìóëå F ëåãêî âîññòàíîâèòü êîíòàêòíóþ ñõåìó S, äëÿ
êîòîðîé FS = F .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíòàêòíîé ñõåìû S ìåæäó ìíîæåñòâîì ñî-
ñòîÿíèé åå êîíòàêòîâ è ìíîæåñòâîì èíòåðïðåòàöèé ôîðìóëû FS
åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå, ïðè êîòîðîì ïåðåìåííîé X â FS ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå
1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, çàìêíóò êîíòàêò X â ñõåìå S èëè
íåò.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñõåìû S è àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ïî íåé ÔËÂ
FS íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò âàæíîå ïðåäëîæåíèå 1.
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ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Êîíòàêòíàÿ ñõåìà S çàìêíóòà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà FS èñòèííà ïðè èíòåðïðåòàöèè, ñî-
îòâåòñòâóþùåé äàííîìó ñîñòîÿíèþ êîíòàêòîâ â S.

Äâå êîíòàêòíûå ñõåìû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ïðè
îäèíàêîâûõ ñîñòîÿíèÿõ êîíòàêòîâ îíè îäíîâðåìåííî ëèáî çàìêíó-
òû, ëèáî ðàçîìêíóòû. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Êîíòàêòíûå ñõåìû S1 è S2 ýêâèâàëåíò-
íû â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÔËÂ
FS1

è FS2
ðàâíîñèëüíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ïðåäëîæåíèÿ 1 ñõåìà Si(i = 1, 2) çàìêíóòà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà FSi èñòèííà ïðè íàäëåæàùåé
èíòåðïðåòàöèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñõåìû S1 è S2 ýêâèâàëåíòíû òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë FS1

è FS2

ñîâïàäàþò ïðè îäèíàêîâûõ èíòåðïðåòàöèÿõ, ò.å. FS1
è FS2

ðàâíî-
ñèëüíû.

Çàäà÷à óïðîùåíèÿ êîíòàêòíîé ñõåìû S çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-
åíèè ñõåìû S′, ýêâèâàëåíòíîé S, è ñîäåðæàùåé âîçìîæíî ìåíüøåå
÷èñëî êîíòàêòîâ. Ïðåäëîæåíèå 2 ïîçâîëÿåò ñâåñòè åå ê çàäà÷å óïðî-
ùåíèÿ ÔËÂ FS .

ÏÐÈÌÅÐ 1. Óïðîñòèòü êîíòàêòíóþ ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà
ðèñ.1.

��¬X

��X

��

��

¬Y

Z

��Z

��

��

¬Y

X
��¬Z

-

Ðèñ.1

Èìååì FS = (X ∧ (Z ∨¬Y ))∨ (¬X ∧Z)∨ ((X ∨¬Y )∧¬Z) ≡ (X ∧Z)
∨(X∧¬Y )∨(¬X∧Z)∨((X∨¬Y )∧¬Z) ≡ Z∨(X∧¬Y )∨((X∨¬Y )∧¬Z)
≡ ((Z ∨X ∨¬Y )∧ (Z ∨¬Z)∨ (X ∧¬Y ) ≡ Z ∨X ∨¬Y ∨ (X ∧¬Y ) ≡
Z ∨X ∨ ¬Y .

Èñêîìàÿ ñõåìà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíå-
íèå òðåõ êîíòàêòîâ, èçîáðàæåíà íà ðèñ.2.
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��

��

��

¬Y

X

Z

-

Ðèñ.2

Ïðåäëîæåíèå 1 ïîçâîëÿåò òàêæå ñòðîèòü êîíòàêòíûå ñõåìû
ïî çàäàííûì óñëîâèÿì.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïîñòðîèòü ñõåìó, ïðîâîäÿùóþ òîê òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà áîëüøèíñòâî èç òðåõ åå êîíòàêòîâ X, Y, Z çàìêíóòî.

Ó÷èòûâàÿ ïðåäëîæåíèå 1, ñíà÷àëà âûïèøåì ÔËÂ F , ïðèíèìà-
þùóþ çíà÷åíèå 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áîëüøèíñòâî èç åå
ïåðåìåííûõ X, Y, Z èñòèííî (ñð. ñ ïðèìåðîì èç �1.5):

F = (X ∧ Y ∧ Z) ∨ (X ∧ Y ∧ ¬Z) ∨ (X ∧ ¬Y ∧ Z) ∨ (¬X ∧ Y ∧ Z).
Ïðèâåäåì F ê ðàâíîñèëüíîé åé ÔËÂ ñ ìåíüøèì ÷èñëîì âõîæäåíèé
ïåðåìåííûõ:

F = X ∧ Y ∧ (Z ∨ ¬Z) ∨ ((X ∧ ¬Y ) ∨ (¬X ∧ Y )) ∧ Z ≡
X ∧ Y ∨ ((X ∧ ¬Y ) ∨ (¬X ∧ Y )) ∧ Z.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ôîðìóëå êîíòàêòíàÿ ñõåìà èçîáðàæåíà

íà ðèñ.3.

��X

��¬X ��Y

��X ��¬Y

��Z

��Y

-

Ðèñ.3



Ãëàâà 2

Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ

� 2.1. Ïðåäèêàòû

Ðàññìàòðèâàÿ ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ, ìû èíòåðåñîâàëèñü â
îñíîâíîì èõ èñòèííîñòíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì î ñòðóêòó-
ðå êàæäîãî áîëåå èëè ìåíåå ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ òðåáîâàëîñü
çíàòü íå òàê óæ è ìíîãî, à èìåííî, êàê ýòî âûñêàçûâàíèå ïîëó÷à-
åòñÿ èç íåêîòîðûõ ïðîñòûõ (íåäåëèìûõ) âûñêàçûâàíèé ñ ïîìîùüþ
èçâåñòíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Ñòðóêòóðà ïðîñòîãî âûñêàçûâàíèÿ
íàñ óæå íå èíòåðåñîâàëà; â ÷àñòíîñòè, ìû íå âûäåëÿëè â íåì ïîä-
ëåæàùåå è ñêàçóåìîå. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ, â îòëè÷èå îò ëîãèêè âû-
ñêàçûâàíèé, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü êàê ðàç áîëåå òîíêèé àíàëèç ïðî-
ñòîãî âûñêàçûâàíèÿ. Ñàìî ñëîâî �ïðåäèêàò� â ïåðåâîäå ñ ëàòèíñêî-
ãî ÿçûêà îçíà÷àåò �ñêàçóåìîå�, ò.å. ãðóïïó ñëîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ
ïîäëåæàùåå.

Âûïèøåì ïðåäëîæåíèÿ: �2 � ïðîñòîå ÷èñëî�, �3 � ïðîñòîå ÷èñ-
ëî�, �4 � ïðîñòîå ÷èñëî�. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè, ïðè÷åì
ïåðâûå äâà èç íèõ èñòèííû, à ïîñëåäíåå ëîæíî. Ðàññìîòðèì ïðåä-
ëîæåíèå P (x) =�x � ïðîñòîå ÷èñëî�, ãäå x ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî N
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, P (x) âûñêàçûâàíèåì óæå íå ÿâëÿ-
åòñÿ, íî ñòàíîâèòñÿ òàêîâûì ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííîé x
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðèì,÷òî íà ìíîæå-
ñòâå N çàäàí îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P (x) �áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì�.
ÍàN ìîæíî îïðåäåëèòü è äðóãèå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû: �x ìåíü-
øå 10�, �x � ÷åòíîå ÷èñëî�, �x áîëüøå 2015 è äåëèòñÿ íà 13�.

Ïðåäëîæåíèå Q(x, y) = �x ìåíüøå y�, ãäå x è y òàêæå ïðèíèìà-

38
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þò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâåN, äàåò óæå ïðèìåð äâóõìåñòíîãî ïðåäè-
êàòà, îïðåäåëåííîãî íà N. Åñëè âìåñòî ïåðåìåííûõ x, y ïîäñòàâ-
ëÿòü â Q(x, y) ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òî áóäóò ïîëó÷àòü-
ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ, íàïðèìåð, �3 ìåíüøå 5� èëè �5
ìåíüøå 3�. Ê äâóõìåñòíûì ïðåäèêàòàì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå
N, îòíîñÿòñÿ è òàêèå ïðåäëîæåíèÿ: �x äåëèòñÿ íà y�, �x + y = 10�,
�ÍÎÄ(x, y) = 5�, �x < y èëè y äåëèòñÿ íà 3�. Ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äàòü ñëåäóþùåå îáùåå îïðåäåëåíèå:

n-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå M , íàçûâà-
åòñÿ ïðåäëîæåíèå, ñîäåðæàùåå n ïåðåìåííûõ è îáðàùàþùååñÿ â
âûñêàçûâàíèå ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ýòèõ ïåðåìåííûõ ýëåìåí-
òîâ ìíîæåñòâà M . Ïóñòü òåïåðü P (x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíûé n-
ìåñòíûé ïðåäèêàò îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn, çàäàííûé íà M . Ìíî-
æåñòâî M ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðåäìåòíîé îáëàñòüþ ïðåäèêàòà P ,
à ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, ïðèíèìàþùèå ñâîè çíà÷åíèÿ â M , � åãî
ïðåäìåòíûìè ïåðåìåííûìè. ×èñëî n ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ íà-
çûâàåòñÿ àðíîñòüþ èëè ìåñòíîñòüþ ïðåäèêàòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì
íàðÿäó ñ òåðìèíîì �n-ìåñòíûé ïðåäèêàò� ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçî-
âàòüñÿ è òåðìèíîì �n-àðíûé ïðåäèêàò�. Àðíîñòü n ïðåäèêàòà P
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ n = 0, 1, 2, . . .. Åñëè P � íóëüìåñòíûé
ïðåäèêàò (ò.å. n = 0), òî, î÷åâèäíî, P ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì âûñêàçû-
âàíèåì îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà M . Îáðàòíî, íà âñÿêîå âûñêàçûâà-
íèå ìû ìîæåì ñìîòðåòü êàê íà íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò. Èñõîäÿ
èç ýòîãî, ëîãèêà âûñêàçûâàíèé â åå ñîäåðæàòåëüíîì ñìûñëå äîëæ-
íà âîñïðèíèìàòüñÿ êàê ÷àñòü (ïðè÷åì íàèáîëåå ïðîñòàÿ) ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ.

Ñ êàæäûì n-ìåñòíûì ïðåäèêàòîì P (x1, . . . , xn), çàäàííûì íà
ìíîæåñòâåM , àññîöèèðóåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííàÿ n-ìåñòíàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ëþáîìó êîðòåæó (a1, . . . , an) ∈ Mn ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå êîíñòàíòó 1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñòèííî èëè ëîæ-
íî âûñêàçûâàíèå P (a1, . . . , an). Äëÿ ïðîñòîòû ýòó ôóíêöèþ, òàê
æå êàê è ïðåäèêàò, áóäåì îáîçíà÷àòü P (x1, . . . , xn). Ðàññìîòðåííûé
âûøå ïðåäèêàò P (x) =�x � ïðîñòîå ÷èñëî� îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ
P : N −→ {0,1} òàêóþ, ÷òî, íàïðèìåð, P (2) = 1, à P (4) = 0. Àíà-
ëîãè÷íî, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïðåäèêàò
Q(x, y) =�x ìåíüøå y� îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Q : N2 −→ {0,1} òà-
êóþ, ÷òî Q(3, 5) = 1, à Q(5, 3) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì
êî âòîðîìó îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ïðåäèêàòà:

n-ìåñòíûì (n-àðíûì) ïðåäèêàòîì, çàäàííûì íà ìíîæåñòâå
M , íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà M
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â ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîíñòàíò.
Äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäèêàòà P (x1, . . . , xn) êàê ôóíêöèè P :

Mn −→ {0,1} ìû áóäåì ñ÷èòàòü îñíîâíûì, ïîñêîëüêó, áóäó÷è ôîð-
ìàëüíûì, îíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñòðîãèì, íåæåëè ïåðâîå îïðåäåëåíèå.
Â ýòîì ñëó÷àå íóëüìåñòíûé ïðåäèêàò � ýòî ïðîñòî 0 èëè 1.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî ïðÿìûõ â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Îïðåäåëèì äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò P : V 2 −→ {0,1}
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (π1, π2) =

{
1, åñëè π1 ‖ π2,
0, åñëè π1 6 ‖ π2.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïóñòü R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Îïðå-
äåëèì òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò S : R3 −→ {0,1} ñëåäóþùèì ñïîñî-
áîì:

S(α, β, γ) =

{
1, åñëè α+ β = γ,
0, åñëè α+ β 6= γ.

Ïðåäèêàò P : Mn −→ {0,1} íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñ-
òèííûì (òîæäåñòâåííî ëîæíûì) íà ìíîæåñòâå M , åñëè äëÿ
ëþáîé n-è (a1, . . . , an) ∈ Mn âûïîëíåíî P (a1, . . . , an) = 1 (ñîîò-
âåòñòâåííî P (a1, . . . , an) = 0). Ðàññìîòðèì â Mn ïîäìíîæåñòâî
TP = {(a1, . . . , an) ∈ Mn | P (a1, . . . , an) = 1}. Ìíîæåñòâî TP íà-
çûâàåòñÿ îáëàñòüþ èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P . ßñíî, ÷òî êàæäûé
ïðåäèêàò P îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé îáëàñòüþ èñòèííîñòè
TP , ïðè÷åì TP = Mn (TP = ∅) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P
� òîæäåñòâåííî èñòèííûé (ñîîòâåòñòâåííî òîæäåñòâåííî ëîæíûé)
ïðåäèêàò.

Ïîäìíîæåñòâà èç Mn îáû÷íî íàçûâàþò n-ìåñòíûìè îòíîøå-
íèÿìè íà M . Îòîáðàæåíèå f : P −→ TP óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì n-ìåñòíûõ ïðå-
äèêàòîâ è ìíîæåñòâîì n-ìåñòíûõ îòíîøåíèé, çàäàííûõ íà M .
Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòíîøåíèÿ U ⊆ Mn

ñóùåñòâóåò ïðåäèêàò P : Mn −→ {0,1} òàêîé, ÷òî TP = U è, ñëå-
äîâàòåëüíî, f(P ) = U ; ýòîò ïðåäèêàò P îïðåäåëÿåòñÿ ïî U î÷å-
âèäíûì îáðàçîì: P (a1, . . . , an) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(a1, . . . , an) ∈ U . Áîëåå ãëóáîêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðåäèêàòàìè è îòíî-
øåíèÿìè íà ìíîæåñòâàõ óñòàíàâëèâàåòñÿ íèæå â ñâÿçè ñ ðàññìîò-
ðåíèåì íà ïðåäèêàòàõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Ïóñòü P (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) è Q(x1, . . . , xr, z1, . . . , zm−r) �
ïðåäèêàòû àðíîñòè n è m ñîîòâåòñòâåííî, çàäàííûå íà ìíî-
æåñòâå M ; çäåñü x1, . . . , xr � îáùèå ïðåäìåòíûå ïåðåìåí-
íûå, ó÷àñòâóþùèå â çàïèñè ýòèõ ïðåäèêàòîâ. Òîãäà ïðåäèêàò
¬P (x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r) àðíîñòè n è ïðåäèêàòû P ∧ Q, P ∨
Q, P −→ Q, P ←→ Q àðíîñòè n + m − r îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xr, y1, . . . , yn−r, z1, . . . , zm−r îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì åñòå-
ñòâåííûì ñïîñîáîì:

(1) ¬P (a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r) = 1 ⇐⇒
P (a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r) = 0;

(2) P ∧Q(a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r, c1, . . . , cm−r) = 1 ⇐⇒
P (a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r) = 1 è Q(a1, . . . , ar, c1, . . . , cm−r) = 1;

(3) P ∨Q(a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r, c1, . . . , cm−r) = 1 ⇐⇒
P (a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r) = 1 èëè Q(a1, . . . , ar, c1, . . . , cm−r) = 1;

(4) P −→ Q(a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r, c1, . . . , cm−r) = 1 ⇐⇒
P (a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r) = 0 èëè Q(a1, . . . , ar, c1, . . . , cm−r) = 1;

(5) P ←→ Q(a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r, c1, . . . , cm−r) = 1 ⇐⇒
P (a1, . . . , ar, b1, . . . , bn−r) = Q(a1, . . . , ar, c1, . . . , cm−r); çäåñü
ai, bj , ck (1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n − r, 1 ≤ k ≤ m − r) � ïðîèçâîëüíûå
ýëåìåíòû èç M .

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäèêàòàõ ¬P , P∧Q, P∨Q, P −→ Q, P ←→ Q
ðîëü ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ïîëíîñòüþ àäåêâàòíà òîé ðîëè, êîòîðóþ
îíè èãðàëè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. Ìåæäó ëîãè÷åñêèìè îïåðàöè-
ÿìè íà ïðåäèêàòàõ è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè íà
îòíîøåíèÿõ ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü, à èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Åñëè P è Q � ïðåäèêàòû àðíîñòè n îò îä-
íîãî è òîãî æå íàáîðà ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, çàäàííûå íà ìíî-
æåñòâå M , òî

(1) T¬P = TP , ãäå TP = Mn \ TP ;
(2) TP∧Q = TP ∩ TQ;
(3) TP∨Q = TP ∪ TQ;
(4) TP−→Q = TP ∪ TQ;
(5) TP←→Q = (TP ∪ TQ) ∩ (TQ ∪ TP ).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Äëÿ ëþáîé n-è (a1, . . . , an) ∈ Mn èìååì
(a1, . . . , an) ∈ T¬P ⇐⇒ ¬P (a1, . . . , an) = 1 ⇐⇒ P (a1, . . . , an) = 0
⇐⇒ (a1, . . . , an) ∈Mn \ TP = TP .

(2) Äëÿ ëþáîé n-è (a1, . . . , an) ∈ Mn èìååì (a1, . . . , an) ∈ TP∧Q
⇐⇒ P ∧Q(a1, . . . , an) = 1 ⇐⇒ P (a1, . . . , an) = 1 è Q(a1, . . . , an) = 1



42 Ãëàâà 2. Ëîãèêà ïðåäèêàòîâ

⇐⇒ (a1, . . . , an) ∈ TP è (a1, . . . , an) ∈ TQ ⇐⇒ (a1, . . . , an) ∈ TP ∩TQ.
Ðàâåíñòâî (3) ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.

(4) Î÷åâèäíî, ïðåäèêàòû P −→ Q è ¬P∨Q ñîâïàäàþò êàê ôóíê-
öèè, îòîáðàæàþùèåMn â {0,1}. Ïîýòîìó ðàâíû èõ îáëàñòè èñòèí-
íîñòè, îòêóäà TP−→Q = T¬P∨Q = T¬P ∪ TQ = TP ∪ TQ ââèäó (1) è
(3).

Ðàâåíñòâî (5) âûòåêàåò èç (2) è (4). Ïðè ýòîì íàäî ëèøü çàìå-
òèòü, ÷òî ïðåäèêàò P ←→ Q ñîâïàäàåò ñ ïðåäèêàòîì
(P −→ Q) ∧ (Q −→ P ).

Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå, ïîä n-àðíûì ïðåäèêàòîì
P èíîãäà ïîíèìàþò íå ôóíêöèþ Mn −→ {0,1}, à n-ìåñòíîå îò-
íîøåíèå íà ìíîæåñòâå M , ñîîòâåòñòâóþùåå îáëàñòè èñòèííî-
ñòè TP . Â ýòîì ñëó÷àå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè îòðèöàíèÿ ¬, êîíú-
þíêöèè ∧ è äèçúþíêöèè ∨ óäîáíî èíòåðïðåòèðóþòñÿ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè äîïîëíåíèÿ ¯, ïåðåñå÷åíèÿ ∩ è îáú-
åäèíåíèÿ ∪.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà íàõîæäåíèå îáëàñòè èñòèííîñòè ïðåäèêà-
òîâ, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è èìåþùèõ
àðíîñòè n = 2 èëè n = 3, óäîáíî äëÿ íàãëÿäíîñòè èñïîëüçîâàòü
ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. Åñëè ïðåäèêàò P åñòü ôóíêöèÿ èç R2 â
{0,1}, òî åãî îáëàñòü èñòèííîñòè TP ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óïîðÿ-
äî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è ïîòîìó ìîæåò èíòåðïðåòè-
ðîâàòüñÿ êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè,
êîòîðûå ïðåäèêàò P îòîáðàæàåò â 1. Åñëè æå P åñòü ôóíêöèÿ èç
R3 â {0,1}, òî íà TP óäîáíî ñìîòðåòü êàê íà ñîîòâåòñòâóþùåå ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê òðåõìåðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Ïîñòðîèòü îáëàñòü èñòèííîñòè TP ïðåäèêàòà
P (x, y), îïðåäåëåííîãî íà R ñëåäóþùèì îáðàçîì: P (x, y) = 1 ⇐⇒
x2 + y2 > 2x.

TP åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
OXY, çàäàâàåìîå íåðàâåíñòâîì x2 + y2 > 2x. Ïðåîáðàçîâûâàÿ ïî-
ñëåäíåå ê íåðàâåíñòâó (x− 1)2 + y2 > 1, ïîëó÷àåì, ÷òî TP ñîñòîèò
èç òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàñïîëîæåííûõ âíå êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà
ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,0) (ñì. ðèñ.4).
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Ðèñ.4

� 2.2. Êâàíòîðû è èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðå-

òàöèÿ

Êîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ëîãèêà ïðåäèêàòîâ èìååò áîëüøèé çàïàñ
ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó âûñêà-
çûâàíèÿ, íåæåëè ëîãèêà âûñêàçûâàíèé, òî îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò
ïîä ýòèì íàëè÷èå â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ áîëüøåãî ÷èñëà îïåðàöèé, ñ
ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ñòðîèòü ðàçëè÷íûå âûñêàçûâàíèÿ è ïðå-
äèêàòû. Ê èçâåñòíûì óæå îïåðàöèÿì � ëîãè÷åñêèì ñâÿçêàì � äî-
áàâëÿþòñÿ äâå ïðèíöèïèàëüíî íîâûå � êâàíòîð îáùíîñòè ∀x (÷è-
òàåòñÿ �äëÿ ëþáîãî x�) è êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ ∃x (÷èòàåòñÿ �äëÿ
íåêîòîðîãî x � èëè �ñóùåñòâóåò x òàêîé, ÷òî�, çäåñü x � ïðåäìåòíàÿ
ïåðåìåííàÿ). Äàäèì èõ îïðåäåëåíèå.

Êâàíòîðîì îáùíîñòè (ñóùåñòâîâàíèÿ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ,
ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó n-ìåñòíîìó ïðåäèêàòó P (x1, x2, . . . , xn)
íà ìíîæåñòâå M , ãäå n ≥ 1, (n − 1)-ìåñòíûé ïðåäèêàò
Q(x2, . . . , xn) = ∀x1P (x1, x2, . . . , xn) (ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷à-
åìûé ∃x1P (x1, x2, . . . , xn)) íà ýòîì æå ìíîæåñòâå, òàêîé, ÷òî
Q(a2, . . . , an) = 1 äëÿ a2, . . . , an ∈ M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè äëÿ ëþáîãî (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåêîòîðîãî) a1 ∈M âûïîëíå-
íî P (a1, a2, . . . , an) = 1.
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Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè P (x) �
îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, òî ïðåäèêàòû ∀xP (x) è ∃xP (x) íóëüìåñòíû,
ò.å. ÿâëÿþòñÿ âûñêàçûâàíèÿìè îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà M .

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâåR äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò P : P (x, y) = 1 ⇐⇒ x2 + y > 10, è ïîëîæèì
Q(y) = ∀xP (x, y) è S(y) = ∃xP (x, y). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ Q(y) è
S(y) � îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû, ïðè÷åì Q(b) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî
a ∈ R : a2 + b > 10, à S(b) = 1 ⇐⇒ äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ R : a2 + b >
10. Ïîýòîìó, î÷åâèäíî, Q(b) = 1 ⇐⇒ b > 10, ò.å. TQ =]10,+∞[, à
S(b) = 1 ïðè ëþáîì b ∈ R, ò.å. TS =]−∞,+∞[.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ðàññìîòðèì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæå-
ñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: P (x) = 1 ⇐⇒ x � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà
ïðåäèêàòó ∀xP (x) ñîîòâåòñòâóåò ëîæíîå âûñêàçûâàíèå �âñÿêîå íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì�, à ïðåäèêàòó ∃xP (x) � èñòèííîå
âûñêàçûâàíèå �ñóùåñòâóåò ïðîñòîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî�.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Íà ìíîæåñòâå M = {a, b, c} çàäàíû ïðåäèêàòû P è
Q:

P (x, y):

x \ y a b c
a 0 1 0
b 0 1 0
c 1 1 0

Q(x, y):

x \ y a b c
a 1 0 1
b 1 0 0
c 1 0 0

Íàéòè îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà

S(y) = ∀x(P (x, y) ∨Q(x, y)).

Èç îïðåäåëåíèÿ P è Q ñëåäóåò, ÷òî TP =
{(a, b), (b, b), (c, a), (c, b)} è TQ = {(a, a), (a, c), (b, a), (c, a)}.
Ïîýòîìó îáëàñòü èñòèííîñòè TK ïðåäèêàòà K(x, y) =
P (x, y) ∨ Q(x, y) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïàð TP ∪ TQ =
{(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (c, a), (c, b)}. Îòñþäà ïîëó÷à-
åì: y ∈ TS = T∀xK(x,y) ⇐⇒ S(y) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî
x ∈ M : K(x, y) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî x ∈ M : (x, y) ∈ TK , à
ýòî, î÷åâèäíî, èñòèííî ïðè y = a èëè y = b è ëîæíî ïðè y = c, ò.å.
TS = {a, b}.

Åñëè P (x, y) � ïðåäèêàò àðíîñòè äâà, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå R,
òî, êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ìîæåì íàãëÿäíî
èçîáðàçèòü åãî îáëàñòü èñòèííîñòè TP íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
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Ïîñòàâèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê, çíàÿ TP , ïîñòðîèòü îáëàñòè
èñòèííîñòè ïðåäèêàòîâ ∀xP (x, y) è ∃xP (x, y)?

Ïóñòü îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.5.
Îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò Q(y) = ∀xP (x, y) åñòü ôóíêöèÿ Q : R −→
{0,1}, ïðè ýòîì íà R óäîáíî ñìîòðåòü êàê íà êîîðäèíàòíóþ îñü
OY è ñ÷èòàòü, ÷òî y ∈ OY . Ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì: a ∈ TQ ⇐⇒
Q(a) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî b ∈ R : P (b, a) = 1 ⇐⇒ äëÿ ëþáîãî
b ∈ R : (b, a) ∈ TP ⇐⇒ la ⊆ TP , ãäå la � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó a íà îñè OY ïàðàëëåëüíî îñè OX.Òàêèì îáðàçîì, T∀xP (x,y)

ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê a íà îñè
OY , äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûå la, îïðåäåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè y = a,
öåëèêîì ëåæàò â îáëàñòè èñòèííîñòè TP .

Ðèñ.5

Ðàññìîòðèì òåïåðü äëÿ ïðåäèêàòà P (x, y), îáëàñòü èñòèííîñòè
êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñ.6, ïðåäèêàò S(y) = ∃xP (x, y). S(y) êàê
ôóíêöèÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî R â {0,1}. Îòîæäåñòâèì, êàê è
âûøå, R ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê îñè OY , à TS � ñ íåêîòîðûì åãî ïîä-
ìíîæåñòâîì. Òîãäà èìååì: a ∈ TS ⇐⇒ S(a) = 1⇐⇒ äëÿ íåêîòîðîãî
b ∈ R : P (b, a) = 1⇐⇒ äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ R : (b, a) ∈ TP ⇐⇒ òî÷êà
a ïðèíàäëåæèò ïðîåêöèè TP íà îñü OY . Òàêèì îáðàçîì, T∃xP (x,y)

ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ îáëàñòè èñòèí-
íîñòè TP íà îñü OY .
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Ðèñ.6

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé òðåõ-
ìåñòíîãî ïðåäèêàòà P (x, y, z), äåéñòâóþùåãî êàê ôóíêöèÿ P :
R3 −→ {0,1}. Â ýòîì ñëó÷àå T∀xP (x,y,z) ñîñòîèò èç âñåõ òàêèõ
òî÷åê ïëîñêîñòè OY Z, ÷òî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íèõ ïà-
ðàëëåëüíî îñè OX, öåëèêîì ðàñïîëîæåíû â îáëàñòè èñòèííîñòè
TP , à T∃xP (x,y,z) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ TP íà ïëîñêîñòü
OY Z.

ÏÐÈÌÅÐ 4. Íà ìíîæåñòâå R çàäàíû äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòû
P è Q: P (x, y) = 1 ⇐⇒ x2 + y2 = 4, Q(x, y) = 1 ⇐⇒ x + y > 2.
Íàéòè îáëàñòü èñòèííîñòè ïðåäèêàòà S(y) = ∃x(P (x, y) ∧Q(x, y)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(x, y) ïðåäèêàò P (x, y)∧Q(x, y). Òîãäà TK =
TP∧Q = TP ∩ TQ. Ïîñòðîèì îáëàñòè èñòèííîñòè TP è TQ è íàéäåì
TK êàê èõ ïåðåñå÷åíèå (ñì. ðèñ. 7).

Ðèñ.7
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Îáëàñòü èñòèííîñòè TK ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó
îêðóæíîñòè ðàäèóñà äâà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëåæàùóþ
â ïåðâîé ÷åòâåðòè. Âçÿâ òåïåðü ïðîåêöèþ TK íà îñü OY , ïîëó÷èì
îáëàñòü èñòèííîñòè TS ïðåäèêàòà S = ∃xK(x, y) = ∃x(P (x, y) ∧
Q(x, y)). Íà ðèñ.4 õîðîøî âèäíî, ÷òî TS =]0, 2[, ò.å. S(y) = 1 ⇐⇒
0 < y < 2.

ÏÐÈÌÅÐ 5. Îïðåäåëèòü, âåðíî èëè íåò ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå î äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ: �ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî z ∈ R,
÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x ∈ R íàéäåòñÿ ÷èñëî y ∈ R, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî: x2 + y2 ≤ z�.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (x, y, z) òðåõìåñòíûé ïðåäèêàò, çàäàííûé
íà ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P (x, y, z) = 1 ⇐⇒ x2 + y2 ≤ z. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü èñòèííîñòíîå
çíà÷åíèå âûñêàçûâàíèÿ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íóëüìåñòíîãî ïðåäè-
êàòà) ∃z∀x∃yP (x, y, z). Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî îáëàñòè
èñòèííîñòè ïðåäèêàòà P (x, y, z) ñîîòâåòñòâóåò â òðåõìåðíîì êîîð-
äèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå OXY Z òåëî, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòüþ,
çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì x2 + y2 = z è ÿâëÿþùåéñÿ, êàê õîðîøî èç-
âåñòíî, ïàðàáîëîèäîì âðàùåíèÿ (ñì. ðèñ.8).

Ðèñ.8 Ðèñ.9

Òîãäà îáëàñòü èñòèííîñòè äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòà K(x, z) =
∃yP (x, y, z) íàõîäèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè êàê ïðîåêöèÿ óêàçàííîãî òåëà
íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü OXZ (ñì. ðèñ.9). Äàëåå, îáëàñòü èñòèí-
íîñòè ïðåäèêàòà S(z) = ∀xK(x, z) ñîñòàâëÿþò âñå òå ÷èñëà z0 ∈ R,
äëÿ êîòîðûõ ïðÿìûå ñ óðàâíåíèåì z = z0 öåëèêîì ïðèíàäëåæàò
TK . Ïîñêîëüêó òàêèõ ÷èñåë íåò, ïîëó÷àåì TS = ∅, ò.å. äëÿ ëþáîãî
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z ∈ R èìååì S(z) = 0, à ïîòîìó S(z) � òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðå-
äèêàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûñêàçûâàíèå ∃zS(z) = ∃z∀x∃yP (x, y, z)
ëîæíî, ò.å. ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.

Çàìåòèì, ÷òî â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå î ïðàâèëüíîì îòâåòå
íåñëîæíî äîãàäàòüñÿ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå. Êîíå÷íî, ñäåëàòü ýòî
áûëî áû ãîðàçäî òðóäíåå, åñëè áû â ðàññìàòðèâàåìîì âûñêàçûâà-
íèè ó÷àñòâîâàëî íå òðè, à áîëüøåå ÷èñëî êâàíòîðîâ. Äàííûé ïðè-
ìåð ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî â ðÿäå ñëó÷àåâ ôîðìàëüíî, íå ñëèøêîì
âäóìûâàÿñü â ñìûñë âûñêàçûâàíèÿ, ïðàâèëüíî îòâå÷àòü íà âîïðîñ
î åãî èñòèííîñòíîì çíà÷åíèè.

� 2.3. Ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ. Ìîäåëè è

èíòåðïðåòàöèè

Êàê è âûñêàçûâàíèÿ, ïðåäèêàòû â ëîãèêå çàïèñûâàþòñÿ â âè-
äå ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ (ñîêðàùåííî ÔËÏ). Çàôèêñèðóåì
íåêîòîðûé íàáîð ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ P (n), Q(n), R(n), . . . (çäåñü
n � àðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìâîëà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ
n = 0, 1, 2, . . . ), à òàêæå íåêîòîðûé íàáîð x, y, z, . . . ñèìâîëîâ ïðåä-
ìåòíûõ ïåðåìåííûõ, âîçìîæíî, èíäåêñèðîâàííûõ íàòóðàëüíûìè
÷èñëàìè. Îïðåäåëèì ÔËÏ èíäóêöèåé ïî äëèíå:

(0) ëîãè÷åñêèå êîíñòàíòû 0,1 ÿâëÿþòñÿ ÔËÏ;
(1) åñëè P (n) � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë è x1, . . . , xn � ïðåäìåòíûå

ïåðåìåííûå (n ≥ 0), òî âûðàæåíèÿ âèäà P (0) è P (n)(x1, . . . , xn)
ÿâëÿþòñÿ ÔËÏ; òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè;

(2) åñëè F è G � ÔËÏ è x � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âû-
ðàæåíèÿ âèäà ¬F, (F ∧G), (F ∨G), (F −→ G), (F ←→ G),∀xF,∃xF
òàêæå ñóòü ÔËÏ; â äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ
îáëàñòüþ äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ïåðåìåííîé x;

(3) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Òàê æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÂ, äîãîâîðèìñÿ îïóñêàòü â
ÔËÏ âíåøíèå ñêîáêè è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïî óáûâàíèþ �ñè-
ëû� ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè ðàñïîëàãàþòñÿ â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
¬,∀,∃,∧,∨,−→ ,←→.

Ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ ÔËÏ (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå) n-àðíûå ïðå-
äèêàòíûå ñèìâîëû áóäóò îòîáðàæàòüñÿ â êîíêðåòíûå n-àðíûå ïðå-
äèêàòû íà ìíîæåñòâàõ; â ÷àñòíîñòè, íóëüàðíûì ñèìâîëàì áóäóò
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ñîîòâåòñòâîâàòü íóëüàðíûå ïðåäèêàòû, ò.å. 0 èëè 1. Ïîýòîìó íóëü-
àðíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû â ÔËÏ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ëî-
ãè÷åñêèå ïåðåìåííûå â ÔËÂ. Ââèäó äàííîãî çàìå÷àíèÿ íà âñÿêóþ
ÔËÂ ìû ìîæåì ñìîòðåòü êàê íà ÔËÏ, íå ñîäåðæàùóþ êâàíòî-
ðîâ è ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ àðíîñòè áîëüøå íóëÿ.

Âõîæäåíèå ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâÿçàí-
íûì, åñëè îíî íàõîäèòñÿ ñðàçó çà íåêîòîðûì êâàíòîðíûì ñèìâîëîì
èëè âõîäèò â îáëàñòü äåéñòâèÿ êâàíòîðà ïî ýòîé ïåðåìåííîé. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå âõîæäåíèå ïåðåìåííîé â ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-
íûì. Ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé (ñâÿçàííîé)
â ÔËÏ, åñëè îíà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñâîáîäíîå (ñîîòâåò-
ñòâåííî ñâÿçàííîå) âõîæäåíèå â ýòó ôîðìóëó. Íàïðèìåð, â ÔËÏ
∀x(P (2)(x, y) ∨ Q(1)(y)) −→ Q(1)(x) ñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðâîå è
âòîðîå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé x, à ñâîáîäíûìè � òðåòüå åå âõîæ-
äåíèå è îáà âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé y. Ïîýòîìó â ýòîé ôîðìóëå ïå-
ðåìåííàÿ x ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñâîáîäíîé, è ñâÿçàííîé, à y
òîëüêî ñâîáîäíîé. Åñëè ïåðåìåííûå x1, . . . , xk ñâîáîäíû â ÔËÏ F ,
òî ÷àñòî âìåñòî F ïèøóò F (x1, . . . , xk).

Ñèãíàòóðîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ìíîæå-
ñòâî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ. Ãîâîðÿò, ÷òî ÔËÏ F ÿâëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé ñèãíàòóðû Σ , åñëè êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, èñïîëüçóå-
ìûé â çàïèñè F , ïðèíàäëåæèò Σ.

ÏóñòüM � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëå-
íà ñîâîêóïíîñòü ïðåäèêàòîâ P è çàäàíî îòîáðàæåíèå µ : Σ −→ P,
ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó n-àðíîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâî-
ëó èç Σ íåêîòîðûé n-àðíûé ïðåäèêàò èç P. Òîãäà òðåõýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî M = 〈M,P, µ〉 íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ ñèãíàòóðû Σ; ïðè
ýòîì M íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ìîäåëè M.

Ïóñòü F (x1, . . . , xn) � ÔËÏ ñèãíàòóðû Σ, ãäå x1, . . . , xn � âñå åå
ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå, è M = 〈M,P, µ〉 � ïðîèçâîëü-
íàÿ ìîäåëü ýòîé æå ñèãíàòóðû. Èíòåðïðåòàöèåé ôîðìóëû F â ìî-
äåëè M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå µ̃ : {x1, . . . , xn} ∪ Σ −→ M ∪ P,
ïåðåâîäÿùåå ïåðåìåííûå x1, . . . , xn â ýëåìåíòû îñíîâíîãî ìíîæå-
ñòâà M ìîäåëè è ñîâïàäàþùåå ñ µ íà Σ (àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
ïîíÿòèå èíòåðïðåòàöèè ñîâîêóïíîñòè ôîðìóë â ìîäåëè). Ïî êàæ-
äîé èíòåðïðåòàöèè µ̃ ÔËÏ F â ìîäåëè M ìîæíî âû÷èñëèòü èñ-
òèííîñòíîå çíà÷åíèå µ̃(F ) ∈ {0,1} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(0) åñëè F = 0 èëè F = 1, òî ñîîòâåòñòâåííî µ̃(F ) = 0 èëè
µ̃(F ) = 1;

(1) åñëè F � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, ò.å. F èìååò âèä P (0) èëè
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P (n)(x1, . . . , xn), òî ñîîòâåòñòâåííî µ̃(F ) = µ̃(P (0)) èëè µ̃(F ) =
P (a1, . . . , an), ãäå P = µ̃(P (n)) è ai = µ̃(xi), i = 1, . . . , n;

(2) åñëè F = ¬G èëè F = G∧H, èëè F = G∨H, èëè F = G −→
H, èëè F = G ←→ H è çíà÷åíèÿ µ̃(G), µ̃(H) óæå âû÷èñëåíû, òî
ñîîòâåòñòâåííî µ̃(F ) = ¬µ̃(G) èëè µ̃(F ) = µ̃(G) ∧ µ̃(H), èëè µ̃(F ) =
µ̃(G)∨µ̃(H), èëè µ̃(F ) = µ̃(G) −→ µ̃(H), èëè µ̃(F ) = µ̃(G)←→ µ̃(H);

(3) åñëè F = ∀xG (ñîîòâåòñòâåííîF = ∃xG), òî µ̃(F ) = 1 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîé (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íåêîòîðîé)
èíòåðïðåòàöèè η ôîðìóëû G â M, ñîâïàäàþùåé ñ µ̃ íà Σ è íà âñåõ
îòëè÷íûõ îò x ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ èç G, âûïîëíåíî η(G) = 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîíÿòèÿ èíòåðïðåòàöèè è èñòèííîñòíîãî çíà-
÷åíèÿ ÔËÏ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè àíàëîãè÷íûõ ïîíÿòèé äëÿ
ÔËÂ.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ÔËÏ

F (x, y) = ∃x(P (1)(x) ∧Q(2)(x, y)) −→ Q(2)(y, x) ∨ ¬P (1)(y)

â ìîäåëè M = 〈M,P, µ〉 ïðè èíòåðïðåòàöèè µ̃, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
M = {a, b, c},P = {P,Q}, µ(P (1)) = P, µ(Q(2)) = Q è µ̃(x) = µ̃(y) =
b, ãäå

x P (x)
a 1
b 1
c 0

è Q(x, y):

x \ y a b c
a 1 1 0
b 0 1 0
c 1 0 1

.

Ïî îïðåäåëåíèþ, µ̃(F ) = µ̃(∃x(P (1)(x) ∧ Q(2)(x, y)) −→
µ̃(Q(2)(y, x) ∨ ¬P (1)(y)). Äàëåå, µ̃(∃x(P (1)(x) ∧ Q(2)(x, y))) = 1 ⇐⇒
äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè η ôîðìóëû P (1)(x) ∧ Q(2)(x, y) â M
òàêîé, ÷òî η(y) = µ̃(y) = b, η(P (1)) = µ̃(P (1)) = P è η(Q(2)) =
µ̃(Q(2)) = Q, èìååì η(P (1)(x) ∧ Q(2)(x, y)) = 1. Èíòåðïðåòàöèÿ η
ñ òàêèì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò, à èìåííî äëÿ η(x) = a âûïîëíåíî
η(P (1)(x) ∧Q(2)(x, y)) = η(P (1)(x)) ∧ η(Q(2)(x, y)) = P (a) ∧Q(a, b) =
1 ∧ 1 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, µ̃(∃x(P (1)(x) ∧ Q(2)(x, y))) = 1. Ê òîìó
æå µ̃(Q(2)(y, x) ∨ ¬P (1)(y)) = µ̃(Q(2)(y, x)) ∨ ¬µ̃(P (1)(y)) = Q(b, b) ∨
¬P (b) = 1 ∨ 0 = 1. Ïîýòîìó µ̃(F ) = µ̃(∃x(P (1)(x) ∧ Q(2)(x, y)) −→
µ̃(Q(2)(y, x) ∨ ¬P (1)(y)) = 1 −→ 1 = 1.

Èíîãäà äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ÔËÏ
F (x1, . . . , xn) â ìîäåëè M = 〈M,P, µ〉 ïðè èíòåðïðåòàöèè µ̃
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óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ íå ôîðìàëüíûì åãî îïðåäåëåíèåì, à ñëå-
äóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Åñëè â ôîðìóëó F (x1, . . . , xn) âìåñòî
ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðè
èíòåðïðåòàöèè µ̃ ïðåäèêàòû èç P, à âìåñòî âñåõ ñâîáîäíûõ âõîæ-
äåíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýëåìåíòû
µ̃(x1), . . . , µ̃(xn) îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ìîäåëè, òî ôîðìóëà
F (x1, . . . , xn) ïåðåéäåò â íåêîòîðîå âûñêàçûâàíèå îá ýëåìåíòàõ
ìíîæåñòâà M . Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, èñòèííî èëè ëîæíî ýòî
âûñêàçûâàíèå, áóäåò èñòèííî èëè ëîæíî çíà÷åíèå F ïðè äàííîé
èíòåðïðåòàöèè.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Âû÷èñëèòü èñòèííîñòíîå çíà÷åíèå ÔËÏ

F (y, z) = ∀x(P (2)(x, y) −→ Q(2)(x, y) ∨Q(2)(x, z))

â ìîäåëè M = 〈N,P, µ〉 ïðè èíòåðïðåòàöèè µ̃, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, P = {P,Q}, µ : P (2) 7→ P :
P (m,n) = 1 ⇐⇒ m | n, Q(2) 7→ Q : Q(m,n) = 1 ⇐⇒ n = m,
µ̃ : y 7→ 5, z 7→ 1.

Ïðè èíòåðïðåòàöèè µ̃ ôîðìóëà F ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå âûñêà-
çûâàíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: �äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x
èç òîãî, ÷òî x äåëèò 5, âûòåêàåò, ÷òî x = 5 èëè x = 1�. Òàê
êàê â ñèëó ïðîñòîòû ÷èñëà 5 ýòî âûñêàçûâàíèå èñòèííî, ïîëó÷àåì
µ̃(F ) = 1.

Íà ÿçûêå ÔËÏ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñâîéñòâà ìíîãèõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ÷òî âûãîäíî îòëè÷àåò ýòîò ÿçûê îò áîëåå áåä-
íîãî ÿçûêà ÔËÂ. Ïðèâåäåì ïîÿñíÿþùèå ïðèìåðû.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ÔËÏ ñâîéñòâî ÷èñëà áûòü
íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Íàïîìíèì, ÷òî d =ÍÎÄ(a, b), åñëè, âî-ïåðâûõ, d � îáùèé äåëè-
òåëü ÷èñåë a è b è, âî-âòîðûõ, d äåëèòñÿ íà ëþáîé îáùèé äåëèòåëü
a è b. Â äàííîì îïðåäåëåíèè ÍÎÄ âñòðå÷àåòñÿ äâóõìåñòíûé ïðå-
äèêàò P (n,m) �äåëåíèÿ íàöåëî ÷èñëà n íà ÷èñëî m�, çàäàííûé íà
ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: P (n,m) = 1 ⇐⇒ m | n. Ñëåäî-
âàòåëüíî, íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë
P (2). Ðàññìîòðèì ôîðìóëó

F (a, b, d) = P (2)(a, d)∧P (2)(b, d)∧∀x(P (2)(a, x)∧P (2)(b, x)→ P (2)(d, x))

ñèãíàòóðû {P (2)}. Ýòà ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, èñêîìîé â òîì
ñìûñëå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé åå èíòåðïðåòàöèè µ̃ â ìíîæåñòâå N
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íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, çàìåùàþùåé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë P (2) ïðåäè-
êàòîì P äåëèìîñòè íàöåëî, âûïîëíåíî µ̃(F (a, b, d)) = 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà d =ÍÎÄ(a, b).

ÏÐÈÌÅÐ 4. Çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ÔËÏ ñâîéñòâî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà áûòü ïðîñòûì ÷èñëîì.

×èñëî a ∈ N ïðîñòîå, åñëè âûñêàçûâàíèå � äëÿ ëþáîãî x ∈ N
óñëîâèå x | a âëå÷åò çà ñîáîé x = a èëè x = 1� èñòèííî. Â äàííîì
âûñêàçûâàíèè ôèãóðèðóþò äâà äâóõìåñòíûõ ïðåäèêàòà, çàäàííûõ
íà N: P (n,m) = 1 ⇐⇒ m | n è Q(n,m) = 1 ⇐⇒ n = m (ïðåäèêàò
ðàâåíñòâà). Â èñêîìîé ôîðìóëå èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðåäè-
êàòíûå ñèìâîëû P (2) è Q(2). Ïîñêîëüêó â ôîðìóëó ñèìâîë ÷èñëà
îäèí íå ìîæåò âõîäèòü (ýòî íå ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ), íàì íåîá-
õîäèìî âûðàçèòü åùå íà ÿçûêå ÔËÏ ñâîéñòâî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
áûòü åäèíèöåé. Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò,
÷òî ÷èñëî y èç N ðàâíî åäèíèöå â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
âûñêàçûâàíèå �âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî x äåëèòñÿ íà y� èñòèííî.
Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà

F (a) = ∃y(∀xP (2)(x, y) ∧ ∀x(P (2)(a, x) −→ Q(2)(x, a) ∨Q(2)(x, y)))

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåðïðåòàöèÿõ ÔËÏ F ìîæåò ïðèíèìàòü ðàç-
ëè÷íûå èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ äàæå â îäíîé è òîé æå ìîäåëèM. F
íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé (èñòèííîé) íà ìîäåëè M, åñëè äëÿ íåêî-
òîðîé (ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ëþáîé) èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóëû F â
M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî φ(F ) = 1. F íàçûâàåòñÿ ïðîñòî âûïîë-
íèìîé, åñëè îíà âûïîëíèìà íà íåêîòîðîé ìîäåëè, è ëîãè÷åñêè îá-
ùåçíà÷èìîé, åñëè îíà èñòèííà íà ëþáîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùåé
ñèãíàòóðû. F íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè ôîðìóëà
¬F ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà, ò.å. φ(F ) = 0 äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòà-
öèè φ ôîðìóëû F (â ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü). Äàííûå ïîíÿòèÿ îáîá-
ùàþò ïîíÿòèÿ âûïîëíèìîé ôîðìóëû, òàâòîëîãèè è ïðîòèâîðå÷èÿ,
êîòîðûå âñòðå÷àëèñü â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

Ãîâîðÿò, ÷òî ìîäåëü êîíå÷íà èëè áåñêîíå÷íà â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êîíå÷íî èëè áåñêîíå÷íî åå îñíîâíîå ìíîæåñòâî. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ÿçûê ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïîçâîëÿåò ðàçëè-
÷àòü ïîíÿòèÿ êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî, íà ÷òî �íå ñïîñîáåí� ÿçûê
ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

ÏÐÈÌÅÐ 5. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ÔËÏ F = ∀x∀y∀z(¬P (2)(x, x) ∧
(P (2)(x, y) ∧ P (2)(y, z) −→ P (2)(x, z))) ∧ ∀x∃yP (2)(x, y) âûïîëíèìà
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â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîäåëè è íå âûïîëíèìà íè â êàêîé êîíå÷-
íîé ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü M = 〈N, {P}, µ〉 ñèãíàòóðû {P (2)}, ãäå P
� îáû÷íûé ïðåäèêàò ñòðîãîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå
N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ò.å. P (x, y) = 1 ⇐⇒ x < y, è µ(P (2)) =
P . Ïîñêîëüêó F íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ,
îòîáðàæåíèå µ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èíòåðïðåòàöèåé ôîðìóëû F
â ìîäåëè M, ïðè÷åì µ(F ) = 1, ò.ê. îòíîøåíèå < àíòèðåôëåêñèâíî
(äëÿ ëþáîãî x ∈ N : x 6< x), òðàíçèòèâíî (äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ N :
x < y ∧ y < z −→ x < z), è äëÿ ëþáîãî x ∈ N ñóùåñòâóåò y ∈ N
òàêîé, ÷òî x < y.

Âìåñòå ñ òåì ôîðìóëà F íå âûïîëíÿåòñÿ íè â êàêîé êîíå÷-
íîé ìîäåëè M′ = 〈M, {P ′}, µ′〉. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå âM ñóùåñòâîâàëà áû ñêîëü óãîäíî äëèííàÿ öåïî÷êà ýëåìåíòîâ
x1, x2, . . . , xn, . . . òàêàÿ, ÷òî P ′(xi, xi+1) = 1 äëÿ i = 1, 2, . . ., è ââèäó
òðàíçèòèâíîñòè P ′ èìåëè áû P ′(xi, xj) = 1 äëÿ âñåõ i < j. Îòñþ-
äà è èç ñâîéñòâà àíòèðåôëåêñèâíîñòè (∀x¬P ′(x, x) = 1) ïîëó÷àåì
xi 6= xj , åñëè i 6= j, ò.å. âñå ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xn, . . . ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò êîíå÷íîñòè M′.

� 2.4. Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ

Ïîíÿòèå ðàâíîñèëüíîñòè ÔËÂ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíî-
ñèòñÿ íà ÔËÏ. Äâå ÔËÏ F è G íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè
äëÿ ëþáîé ìîäåëè [ñîîòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðû] è äëÿ ëþáîé èí-
òåðïðåòàöèè φ ôîðìóë F è G â ýòó ìîäåëü φ(F ) = φ(G). Äðóãèìè
ñëîâàìè, ôîðìóëû ðàâíîñèëüíû, åñëè îíè íå ðàçëè÷èìû íà ìî-
äåëÿõ. ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòüþ, ðàçáèâàþùåé ìíîæåñòâî ÔËÏ íà êëàññû ðàâíîñèëüíûõ
ôîðìóë. Ïðèìåðàìè òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ êëàññû ëîãè÷åñêè îá-
ùåçíà÷èìûõ è ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâûõ ôîðìóë. Êàê îáû÷íî, ïè-
øåì F ≡ G, åñëè F è G ðàâíîñèëüíû.

Óêàæåì íà ÿçûêå ðàâíîñèëüíîñòè ôîðìóë íàèáîëåå âàæíûå çà-
êîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

0. Âñå çàêîíû ëîãèêè âûñêàçûâàíèé ñïðàâåäëèâû è â ëîãèêå
ïðåäèêàòîâ (ñì. � 1.2).

1. Çàêîíû îòðèöàíèÿ:

¬∀xF (x) ≡ ∃x¬F (x),
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¬∃xF (x) ≡ ∀x¬F (x).

2. Çàêîíû ïåðåñòàíîâî÷íîñòè îäíîòèïíûõ êâàíòîðîâ:

∀x∀yF (x, y) ≡ ∀y∀xF (x, y),

∃x∃yF (x, y) ≡ ∃y∃xF (x, y).

3. Çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè ∀ îòíîñèòåëüíî ∧ è ∃ îòíîñè-
òåëüíî ∨:

∀x(F (x) ∧G(x)) ≡ ∀xF (x) ∧ ∀xG(x),

∃x(F (x) ∨G(x)) ≡ ∃xF (x) ∨ ∃xG(x).

4. Åñëè ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå G èëè âñÿêîå
âõîæäåíèå x â G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì, òî èìåþò ìåñòî çàêîíû:

∀x(F (x) ∧G) ≡ ∀xF (x) ∧G,

∀x(F (x) ∨G) ≡ ∀xF (x) ∨G,

∃x(F (x) ∧G) ≡ ∃xF (x) ∧G,

∃x(F (x) ∨G) ≡ ∃xF (x) ∨G.

5. Åñëè ïåðåìåííàÿ y íå âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå F (x), òî äîïó-
ñòèìà ïîäñòàíîâêà y âìåñòî ïåðåìåííîé x â ôîðìóëàõ ∀xF (x) è
∃xF (x), à èìåííî:

∀xF (x) ≡ ∀yF (y),

∃xF (x) ≡ ∃yF (y).

Ïðèâåäåííûå çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íóæäàþòñÿ â ïðîâåð-
êå. Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, îäèí èç çàêîíîâ îòðèöàíèÿ: ¬∀xF (x) ≡
∃x¬F (x). Äëÿ ýòîãî âûïèøåì íàðÿäó ñ x âñå ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå
ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëó F : x, x1, . . . , xn, è ðàññìîòðèì èí-
òåðïðåòàöèþ φ ôîðìóë ¬∀xF (x) è ∃x¬F (x) â ïðîèçâîëüíîé ìîäå-
ëè M ñîîòâåòñòâóþùåé ñèãíàòóðû. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, èìååì:
φ(¬∀xF (x)) = 1⇐⇒ φ(∀xF (x)) = 0⇐⇒ íåâåðíî, ÷òî äëÿ ëþáîé èí-
òåðïðåòàöèè φ′ ôîðìóëû F òàêîé, ÷òî φ′(x1) = φ(x1), . . . , φ′(xn) =
φ(xn), âûïîëíåíî φ′(F ) = 1 ⇐⇒ äëÿ íåêîòîðîé èíòåðïðåòàöèè φ′

ôîðìóëû F â M òàêîé, ÷òî φ′(x1) = φ(x1), . . . , φ′(xn) = φ(xn), âû-
ïîëíåíî φ′(F ) = 0, ò.å. φ′(¬F ) = 1 ⇐⇒ φ(∃x¬F (x)) = 1. Òàêèì îá-
ðàçîì, φ(¬∀F (x)) = φ(∃x¬F (x)) äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ýòèõ
ôîðìóë, à çíà÷èò, ¬∀xF (x) ≡ ∃x¬F (x).
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Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ è îñòàëüíûå çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ. Ïðè ýòîì ïåðâûé è ÷åòâåðòûé çàêîíû ïóíêòà 4 ÿâëÿþòñÿ ïðî-
ñòûìè ñëåäñòâèÿìè çàêîíîâ äèñòðèáóòèâíîñòè ∀ îòíîñèòåëüíî ∧
è ∃ îòíîñèòåëüíî ∨. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò
â ôîðìóëó G èëè âñÿêîå âõîæäåíèå x â G ñâÿçàíî, òî ëåãêî ïî-
íÿòü, ÷òî ôîðìóëû ∀xG è ∃xG ðàâíîñèëüíû ôîðìóëå G, è ïîòîìó
∀x(F (x) ∧ G) ≡ ∀xF (x) ∧ ∀xG ≡ ∀xF (x) ∧ G è ∃x(F (x) ∨ G) ≡
∃xF (x) ∨ ∃xG ≡ ∃xF (x) ∨ G. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî òàêæå
äèñòðèáóòèâíîñòü ∀ îòíîñèòåëüíî ∨ è ∃ îòíîñèòåëüíî ∧ (ñì. ïóíêò
4). Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ∀x(F (x) ∨ G(x)) 6≡ ∀xF (x) ∨ ∀xG(x) è
∃x(F (x) ∧G(x)) 6≡ ∃xF (x) ∧ ∃xG(x).

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ∀x(F (x) ∨ G(x)) 6≡ ∀xF (x) ∨ ∀xG(x)
äëÿ íåêîòîðûõ àòîìàðíûõ ôîðìóë F (x) è G(x) (ñ÷èòàåì, ÷òî F
è G � îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
ìîäåëüM = 〈N, {P,Q}, µ〉, ãäå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû P è Q îïðå-
äåëÿþòñÿ íà ìíîæåñòâåN íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì îáðàçîì:
P (x) = 1 ⇐⇒ x ≤ 2 è Q(x) = 1 ⇐⇒ x > 2, à µ(F ) = P è µ(G) = Q.

Òîãäà, î÷åâèäíî, µ(∀x(F (x) ∨ G(x))) = 1, â òî âðåìÿ êàê
µ(∀xF (x) ∨ ∀xG(x)) = µ(∀xF (x)) ∨ µ(∀xG(x)) = 0 ∨ 0 = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ôîðìóëû ∀x(F (x)∨G(x)) è ∀xF (x)∨∀xG(x) íå ðàâíî-
ñèëüíû.

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíûå ñëåäñòâèÿ èç âûïèñàííûõ çàêîíîâ
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ:

1′. ∃x(F (x) −→ G(x)) ≡ ∀xF (x) −→ ∃xG(x).
2′. Åñëè ïåðåìåííàÿ x íå âñòðå÷àåòñÿ â ôîðìóëå G èëè âñÿêîå

âõîæäåíèå x â G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì, òî

∃x(F (x) −→ G) ≡ ∀xF (x) −→ G,

∀x(F (x) −→ G) ≡ ∃xF (x) −→ G,

∃x(G −→ F (x)) ≡ G −→ ∃xF (x),

∀x(G −→ F (x)) ≡ G −→ ∀xF (x).

Äîêàæåì ðàâíîñèëüíîñòü 1′. Â ñàìîì äåëå, ∃x(F (x) −→ G(x)) ≡
∃x(¬F (x) ∨ G(x)) ≡ ∃x¬F (x) ∨ ∃xG(x) ≡ ¬∀xF (x) ∨ ∃xG(x) ≡
∀xF (x) −→ ∃xG(x).

Ïåðâàÿ è òðåòüÿ ðàâíîñèëüíîñòè ïóíêòà 2′ âûòåêàþò èç 1′, à
îñòàëüíûå ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íî 1′ ïðèìåíåíèåì çàêîíîâ ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ èç ïóíêòà 4.
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ÏÐÈÌÅÐ 1. Äîêàçàòü, ÷òî ÔËÏ

F = ∃xP (2)(x, t) −→ ∃uQ(3)(y, t, u) ∧ ∀xR(1)(x)

è
G = ∀x∀z∃u(P (2)(x, t) −→ Q(3)(y, t, u) ∧R(1)(z))

ðàâíîñèëüíû.

Äåéñòâèòåëüíî, F = ∃xP (2)(x, t) −→ ∃uQ(3)(y, t, u) ∧ ∀xR(1)(x)
≡4 ∃xP (2)(x, t) −→ ∀x(∃uQ(3)(y, t, u) ∧R(1)(x))
≡4 ∃xP (2)(x, t) −→ ∀x∃u(Q(3)(y, t, u) ∧R(1)(x))
≡5 ∃xP (2)(x, t) −→ ∀z∃u(Q(3)(y, t, u) ∧R(1)(z))
≡2′ ∀x(P (2)(x, t) −→ ∀z∃u(Q(3)(y, t, u) ∧R(1)(z)))
≡2′ ∀x∀z(P (2)(x, t) −→ ∃u(Q(3)(y, t, u) ∧R(1)(z)))
≡2′ ∀x∀z∃u(P (2)(x, t) −→ Q(3)(y, t, u) ∧R(1)(z)) = G.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Äîêàçàòü, ÷òî ÔËÏ

F = ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (∃xP (1)(x) −→ ∃xQ(2)(x, y))

ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Ïðîâåðÿòü ëîãè÷åñêóþ îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû F , èñïîëüçóÿ
íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèå (ñì. �2.3), äîâîëüíî ñëîæíî. Ïîýòîìó
ìû ñíà÷àëà óïðîñòèì F ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

F = ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (∃xP (1)(x) −→ ∃xQ(2)(x, y))
≡5 ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (∃zP (1)(z) −→ ∃xQ(2)(x, y))
≡2′ ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ ∃x(∃zP (1)(z) −→ Q(2)(x, y))
≡2′ ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ ∃x∀z(P (1)(z) −→ Q(2)(x, y))
≡1′ ∃x((P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ ∀z(P (1)(z) −→ Q(2)(x, y)))
≡2′ ∃x∀z((P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (P (1)(z) −→ Q(2)(x, y)))
≡0 ∃x∀z(¬(¬P (1)(x) ∨Q(2)(x, y)) ∨ (¬P (1)(z) ∨Q(2)(x, y)))
≡0 ∃x∀z(P (1)(x) ∨ ¬P (1)(z) ∨Q(2)(x, y)).

Èòàê, F ≡ G(y), ãäå G(y) = ∃x∀z(P (1)(x)∨¬P (1)(z)∨Q(2)(x, y)).
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôîðìóëà G(y) ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà. Çà-
ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M = 〈M, {P,Q}, µ〉, ãäå P è Q �
ñîîòâåòñòâåííî îäíîìåñòíûé è äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòû íà îñíîâ-
íîì ìíîæåñòâå M ìîäåëè è µ(P (1)) = P, µ(Q(2)) = Q. Ïóñòü µ̃ �
ïðîèçâîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëûG(y) â ìîäåëèM, îòîáðàæà-
þùàÿ ñâîáîäíóþ ïðåäìåòíóþ ïåðåìåííóþ y â íåêîòîðûé ýëåìåíò
b èç M . Òîãäà G(y) ïåðåéäåò ïðè èíòåðïðåòàöèè µ̃ â ñëåäóþùåå
âûñêàçûâàíèå îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà M : �ñóùåñòâóåò x ∈ M
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈M ñïðàâåäëèâî P (x) = 1 èëè ¬P (z) = 1,
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èëè Q(x, b) = 1�. Åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈M òàêîé, ÷òî P (x) = 1,
òî äàííîå âûñêàçûâàíèå, î÷åâèäíî, èñòèííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
P � òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà z ∈ M èìååì ¬P (z) = 1, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îïÿòü âëå-
÷åò çà ñîáîé èñòèííîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî âûñêàçûâàíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, µ̃(G) = 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîé èíòåðïðåòàöèè µ̃, ò.å. G � ëî-
ãè÷åñêè îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà. Îòñþäà ñëåäóåò îáùåçíà÷èìîñòü
èñõîäíîé ôîðìóëû F .

Çàêîíû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ïîçâîëÿþò ïðàâèëüíî ñòðîèòü îòðè-
öàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðåäëîæåíèé.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàïèñàòü óñëîâèå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a,
îçíà÷àþùåå, ÷òî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè äåéñòâèòåëü-
íîãî àðãóìåíòà: ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷-
êå x0, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå δ òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x íåðàâåíñòâî | x−x0 |< δ
âëå÷åò çà ñîáîé | f(x)− a |< ε.

Çàïèøåì äàííîå îïðåäåëåíèå íà ÿçûêå ÔËÏ:

F (a, x0) = ∀ε(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0∧∀x(| x−x0 |< δ −→| f(x)−a |< ε)));

çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå ñ
äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, à âìåñòî ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ ïèøåì
ñàìè ïðåäèêàòû �ε > 0�, �δ > 0�, � | x− x0 |< δ� è � | f(x)− a |< ε�.
Òîãäà èìååì: ¬F (a, x0)
≡ ∃ε¬(ε > 0 −→ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(| x− x0 |< δ −→| f(x)− a |< ε)))
≡ ∃ε¬(¬(ε > 0) ∨ ∃δ(δ > 0 ∧ ∀x(¬(| x− x0 |< δ)∨ | f(x)− a |< ε)))
≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ¬(δ > 0 ∧ ∀x(¬(| x− x0 |< δ)∨ | f(x)− a |< ε)))
≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(¬(δ > 0) ∨ ¬∀x(¬(| x− x0 |< δ)∨ | f(x)− a |< ε)))
≡ ∃ε(ε > 0∧∀δ(¬(δ > 0)∨∃x(¬¬(| x− x0 |< δ)∧¬(| f(x)− a |< ε))))
≡ ∃ε(ε > 0 ∧ ∀δ(δ > 0 −→ ∃x(| x− x0 |< δ∧ | f(x)− a |≥ ε))).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x)
â òî÷êå x0, åñëè (è òîëüêî åñëè) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ε
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî δ íàéäåòñÿ ÷èñëî x, äëÿ
êîòîðîãî | x− x0 |< δ è òåì íå ìåíåå | f(x)− a |≥ ε.
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� 2.5. Ïðåäâàðåííûå íîðìàëüíûå ôîðìû

ÔËÏ íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ñîêðàùåí-
íî ÏÍÔ), åñëè îíà èìååò âèä

q1x1q2x2 · · ·qnxnF (x1, x2, . . . , xn),

ãäå qi ∈ {∀,∃} äëÿ i = 1, 2, . . . , n è ôîðìóëà F íå ñîäåðæèò êâàíòî-
ðîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ÏÍÔ âñå êâàíòîðû (åñëè îíè åñòü) �âûíåñåíû
âïåðåä� . Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êâàíòîðîâ q1x1q2x2 · · ·qnxn
íàçûâàåòñÿ êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé, à ôîðìóëà F (x1, x2, . . . , xn) �
áåñêâàíòîðíîé ÷àñòüþ ÏÍÔ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêàÿ ÔËÏ ðàâíîñèëüíà íåêîòîðîé ÏÍÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ÔËÏ. Ïîñêîëüêó âñå
ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñâÿçêè ¬ è ∧ (ñì.
�1.5), à êâàíòîð ∃x � ÷åðåç êâàíòîð ∀x è îòðèöàíèå ¬ (ò.ê. ∃xH(x) ≡
¬∀¬H(x)), ñ÷èòàåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî â ôîðìóëó G
âõîäÿò ëèøü ñèìâîëû ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ¬,∧ è ∀. Äàëåå äîêàçà-
òåëüñòâî áóäåì ïðîâîäèòü èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû G.

Ñëó÷àé 1: G ðàâíà 0, 1 èëè àòîìàðíîé ôîðìóëå. Òîãäà G ñàìà
ÿâëÿåòñÿ ÏÍÔ.

Ñëó÷àé 2: G = ¬H. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ôîðìóëà
H ðàâíîñèëüíà ÏÍÔ âèäà q1x1 · · ·qnxnH ′(x1, . . . , xn). Òîãäà G ≡
¬H ≡ ¬q1x1 · · ·qnxnH ′(x1, . . . , xn) ≡ q̄1x1 · · · q̄nxn¬H ′(x1, . . . , xn),
ãäå

q̄i =

{
∀, åñëè qi = ∃,
∃, åñëè qi = ∀.

Ñëó÷àé 3: G = H1 ∧ H2. Ïðèìåíÿÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëî-
æåíèå ê ôîðìóëàì H1 è H2, èìåþùèì ìåíüøóþ äëèíó, ÷åì
G, ïîëó÷àåì, ÷òî îíè ðàâíîñèëüíû ñîîòâåòñòâåííî ÏÍÔ âèäà
q1x1 · · ·qnxnH ′1(x1, . . . , xn) è q′1y1 · · ·q′mymH ′2(y1, . . . , ym). Ââèäó çà-
êîíîâ 5 ëîãèêè ïðåäèêàòîâ (ñì. �2.4) ìû èìååì ïðàâî ïðè íåîá-
õîäèìîñòè ïåðåèìåíîâûâàòü ñâÿçàííûå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â
ÔËÏ, à çíà÷èò, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå x1, . . . , xn íå âñòðå-
÷àþòñÿ â çàïèñè ôîðìóëû q′1y1 · · ·q′nymH ′2(y1, . . . , ym), à ïåðåìåí-
íûå y1, . . . , ym � â çàïèñè ôîðìóëû q1x1 · · ·qnxnH ′1(x1, . . . , xn). Òî-
ãäà, ó÷èòûâàÿ çàêîíû 4 ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ïîëó÷àåì G = H1 ∧
H2 ≡ q1x1 · · ·qnxnH ′1(x1, . . . , xn) ∧ q′1y1 · · ·q′mymH ′2(y1, . . . , ym) ≡
q1x1 · · ·qnxnq′1y1 · · ·q′mym(H ′1(x1, . . . , xn)∧H ′2(y1, . . . , ym)). Ïîñëåä-
íÿÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ÏÍÔ, ðàâíîñèëüíîé G.
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Ñëó÷àé 4: G = ∀xH(x). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, H(x) ðàâ-
íîñèëüíà íåêîòîðîé ÏÍÔ âèäà q1x1 · · ·qnxnH ′(x, x1, . . . , xn), ïðè-
÷åì èç ñîîáðàæåíèé, ïðèâåäåííûõ âûøå, òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïåðåìåííûå x1, . . . , xn îòëè÷íû îò x. Òîãäà, î÷åâèäíî, ôîðìóëà G =
∀xH(x) ðàâíîñèëüíà ÏÍÔ âèäà ∀xq1x1 · · ·qnxnH ′(x, x1, . . . , xn).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû óêàçàí, ïî ñóùåñòâó, àëãîðèòì
ïðèâåäåíèÿ ëþáîé ÔËÏ ê ðàâíîñèëüíîé åé ÏÍÔ. Ïðè ýòîì, êî-
íå÷íî, íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäèòü ñíà÷àëà äàííóþ ÔËÏ ê ôîðìóëå,
ñîäåðæàùåé ëèøü ñèìâîëû ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ¬, ∧, ∀; çàêîíû
ëîãèêè ïðåäèêàòîâ 3,4 è 5, à òàêæå ñëåäñòâèÿ 1′ è 2′ èç ýòèõ çàêîíîâ
ïîçâîëÿþò ëåãêî âûíîñèòü âïåðåä âñå êâàíòîðû â ëþáîì êîíêðåò-
íîì ñëó÷àå.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïîñòðîèòü ÏÍÔ, ðàâíîñèëüíûå ñëåäóþùèì ÔËÏ:
F1 = ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (∀yP (1)(y) ∨ ∃zQ(2)(y, z));
F2 = ∃xQ(2)(x, y) −→ (P (1)(x) −→ ¬∃zQ(2)(x, z)).

Èìååì:
F1 ≡ ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (∀uP (1)(u) ∨ ∃zQ(2)(y, z))
≡ ∀x(P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ ∀u∃z(P (1)(u) ∨Q(2)(y, z))
≡ ∃x((P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ ∀u∃z(P (1)(u) ∨Q(2)(y, z)))
≡ ∃x∀u∃z((P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (P (1)(u) ∨Q(2)(y, z)));

F2 ≡ ∃tQ(2)(t, y) −→ (P (1)(x) −→ ∀z¬Q(2)(x, z))
≡ ∃tQ(2)(t, y) −→ ∀z(P (1)(x) −→ ¬Q(2)(x, z))
≡ ∀t(Q(2)(t, y) −→ ∀z(P (1)(x) −→ ¬Q(2)(x, z)))
≡ ∀t∀z(Q(2)(t, y) −→ (P (1)(x) −→ ¬Q(2)(x, z))).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïðèâåäåíèå ê ÏÍÔ ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ
íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî âèäåòü, íàïðèìåð,
÷òî ôîðìóëà F1 â ðàçîáðàííîì ïðèìåðå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà è ê
ÏÍÔ âèäà

∀u∃z∃x((P (1)(x) −→ Q(2)(x, y)) −→ (P (1)(u) ∨Q(2)(y, z)))

ñ ñóùåñòâåííî äðóãîé êâàíòîðíîé ïðèñòàâêîé. Óäèâèòåëüíî, ÷òî
äàííàÿ ôîðìóëà ðàâíîñèëüíà ÏÍÔ, ïîëó÷åííîé â ïðèìåðå 1,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçíîòèïíûå êâàíòîðû, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü,
ïåðåñòàâëÿòü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ÔËÏ ïðèâåäåíèåì èõ ê
ÏÍÔ:
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F1 = ∃x(∀yP (2)(x, y) −→ Q(1)(x) ∨R(1)(y));
F2 = ∃z(∃x¬P (2)(x, z) ∨ ∃xQ(1)(x) ∨R(1)(y)).

Èìååì F1 ≡ ∃x(∀zP (2)(x, z) −→ Q(1)(x) ∨R(1)(y))
≡ ∃x∃z(P (2)(x, z) −→ Q(1)(x) ∨R(1)(y));

F2 ≡ ∃z(∃x(¬P (2)(x, z) ∨Q(1)(x)) ∨R(1)(y))
≡ ∃z∃x(¬P (2)(x, z) ∨Q(1)(x) ∨R(1)(y))
≡ ∃z∃x(P (2)(x, z) −→ Q(1)(x) ∨R(1)(y))
≡ ∃x∃z(P (2)(x, z) −→ Q(1)(x) ∨R(1)(y)).

Òàê êàê ïîëó÷åííûå ÏÍÔ äëÿ ôîðìóë F1 è F2 ñîâïàäàþò, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî F1 ≡ F2.

� 2.6. Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ îáùåçíà÷èìî-

ñòè è âûïîëíèìîñòè ÔËÏ

Â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé âîïðîñ î òîì, áóäåò ëè äàííàÿ ôîðìóëà
òàâòîëîãèåé èëè âûïîëíèìîé ôîðìóëîé, ðåøàåòñÿ î÷åíü ïðîñòî �
ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ åå òàáëèöû èñòèííîñòè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
ìåòîäîì èíòåðïðåòàöèé). Ê ñîæàëåíèþ, ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò ìåòîä
íà âñå ÔËÏ íåâîçìîæíî ïî òîé ïðîñòîé ïðè÷èíå, ÷òî òîãäà ïðè-
øëîñü áû èíòåðïðåòèðîâàòü òó èëè èíóþ ôîðìóëó â áåñêîíå÷íîì
ìíîæåñòâå ìîäåëåé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åå îáùåçíà÷èìîñòè èëè âû-
ïîëíèìîñòè. Ïîýòîìó â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà
ñëåäóþùåé çàäà÷è, íîñÿùåé íàçâàíèå ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ: óêà-
çàòü åäèíûé ýôôåêòèâíûé ñïîñîá, ò.å. àëãîðèòì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ïî ïðîèçâîëüíîé ÔËÏ, âûïîëíèìà îíà (ñîîòâåòñòâåííî ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìà) èëè íåò.

Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ÔËÏ ïîëíîñòüþ ñâî-
äèòñÿ ê âîïðîñó î âûïîëíèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóë. Â ñà-
ìîì äåëå, ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ôîðìóëà ¬F ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâà, ò.å. íåâûïîëíè-
ìà. Ïîýòîìó, ïðîâåðÿÿ, âûïîëíèìà èëè íåò ôîðìóëà ¬F , ìû òåì
ñàìûì îòâå÷àåì íà âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû F , è íàîáî-
ðîò. Ê ñîæàëåíèþ, â îòëè÷èå îò ëîãèêè âûñêàçûâàíèé, ïðîáëåìà
ðàçðåøåíèÿ â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ îêàçàëàñü ñâÿçàííîé ñ áîëüøèìè
òðóäíîñòÿìè. Ïðè÷èíû ýòèõ çàòðóäíåíèé áûëè âûÿñíåíû ëèøü â
30-å ãîäû XX âåêà, êîãäà â ìàòåìàòèêå áûëî äàíî ñòðîãîå îïðå-
äåëåíèå ïîíÿòèÿ àëãîðèòìà. Ýòî ïîìîãëî àìåðèêàíñêîìó ëîãèêó
Àëîíçî ×�åð÷ó âïåðâûå óñòàíîâèòü, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ
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ëîãèêè ïðåäèêàòîâ íåðàçðåøèìà, ò.å. èñêîìûé â ýòîé ïðîáëåìå
àëãîðèòì íåâîçìîæåí.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Â ïåðåâîäå íà êîìïüþòåðíûé ÿçûê ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áû ïîçâîëÿëà
ïî ïðîèçâîëüíîé ÔËÏ âûäàâàòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ îòâåò (ïîëîæè-
òåëüíûé èëè îòðèöàòåëüíûé) î âûïîëíèìîñòè èëè îáùåçíà÷èìîñòè
ýòîé ôîðìóëû. Âìåñòå ñ òåì, â ëîãèêå èìååòñÿ ðÿä ìîùíûõ ìåòî-
äîâ, ïîìîãàþùèõ â ðÿäå âåñüìà îáùèõ ñëó÷àåâ ðåøàòü äàííóþ çà-
äà÷ó. Ñ îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ � ïðàâèëîì ðåçîëþöèé � ÷èòàòåëü
ìîæåò ïîçíàêîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â êíèãàõ [6], [22]. Îòìåòèì, ÷òî
óêàçàííûé ìåòîä, â îòëè÷èå îò òîãî, íà ÷òî �ñïîñîáåí� óíèâåðñàëü-
íûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿåò ëèøü äëÿ ëþáîé ÔËÏ, êîòîðàÿ íåâûïîë-
íèìà (÷òî, ðàçóìååòñÿ, çàðàíåå íå èçâåñòíî), ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî øàãîâ ïîäòâåðäèòü ýòîò ôàêò. Åñëè æå ôîðìóëà, ïîäàâàåìàÿ
íà âõîäå â êîìïüþòåð, âûïîëíèìà, òî ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ ïî
ìåòîäó ðåçîëþöèé, ìîæåò áåñêîíå÷íî äîëãî ðàáîòàòü (�öèêëèòü�),
ïðè ýòîì ïîëüçîâàòåëü àïðèîðè íå áóäåò çíàòü î òîì, ïðîèñõîäèò
�çàöèêëèâàíèå� èëè âñå æå ÷åðåç êàêîå-òî êîíå÷íîå âðåìÿ ðàáîòû
êîìïüþòåð îñòàíîâèòñÿ è âûäàñò îòâåò. Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
àëãîðèòìîâ îáñóæäàåìûé â äàííîì êîíòåêñòå âîïðîñ òåñíûì îá-
ðàçîì ñâÿçàí ñ òàêèìè ïîíÿòèÿìè êàê ðåêóðñèâíîå è ðåêóðñèâíî-
ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâà, ñ èõ ñõîäñòâîì è ðàçëè÷èåì (ñì. íàïðè-
ìåð, [15]). Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî âñåõ íåâûïîëíèìûõ ôîðìóë
(êàê è ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë) ÿâëÿåòñÿ âñåãî
ëèøü ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìûì, íî íå ðåêóðñèâíûì. Ìíîæåñòâî
æå âñåõ âûïîëíèìûõ ÔËÏ íå òîëüêî íå ðåêóðñèâíî, íî äàæå íå
ðåêóðñèâíî-ïåðå÷èñëèìî.

Íåðàçðåøèìîñòü â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííîé ïðîáëåìû äëÿ ëî-
ãèêè ïðåäèêàòîâ íå îçíà÷àåò, ÷òî ìû íå ñìîæåì â êàêèõ-òî êîí-
êðåòíûõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ äàííàÿ ÔËÏ âûïîëíèìîé
(ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé) èëè íåò (ñì., â ÷àñòíîñòè, ïðèìåðû 5 èç
�2.3 è 2 èç �2.4). Áîëåå òîãî, äëÿ íåêîòîðûõ íå ñëèøêîì øèðîêèõ,
íî âàæíûõ êëàññîâ ÔËÏ ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî. Ê ÷èñëó òàêèõ ôîðìóë îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ÔËÏ,
ñîäåðæàùèå òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû, àðíîñòè êîòîðûõ ðàâíû
åäèíèöå (ò.å. îíè ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè ëèøü àòîìàðíûå ôîðìó-
ëû îò îäíîé ïåðåìåííîé). ×àñòü ëîãèêè, â êîòîðîé óïîòðåáëÿþòñÿ
òîëüêî òàêèå âûðàæåíèÿ, ñâÿçàíà ñ èìåíåì Àðèñòîòåëÿ, êîòîðûé
âïåðâûå åå èññëåäîâàë. Èçâåñòíûå âèäû óìîçàêëþ÷åíèé ýòîé ëîãè-
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êè, òàê íàçûâàåìûå �ìîäóñû ñèëëîãèçìîâ�, ïîëíîñòüþ âûðàæàþò-
ñÿ íà ÿçûêå ôîðìóë îò îäíîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé (âñïîìíèì
õîòÿ áû óìîçàêëþ÷åíèå : �Âñå ëþäè ñìåðòíû. Ñîêðàò � ÷åëîâåê.
Ñëåäîâàòåëüíî, Ñîêðàò ñìåðòåí�). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñôîðìóëèðóåì
ñëåäóþùåå ïðèíöèïèàëüíîå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè ÔËÏ, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèì-
âîëû àðíîñòè îäèí, âûïîëíèìà íà íåêîòîðîé ìîäåëè, òî îíà âû-
ïîëíèìà è íà ìîäåëè, îñíîâíîå ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîäåðæèò íå
áîëåå ÷åì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðåäèêàòíûõ
ñèìâîëîâ â çàïèñè ýòîé ôîðìóëû.

Íå ïðèâîäÿ ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, óêàæåì åãî
èäåþ. Ïóñòü ôîðìóëà F (x1, x2, . . . , xm) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåî-
ðåìû, ãäå x1, x2, . . . , xm � âñå ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåí-
íûå â åå çàïèñè. Òîãäà ôîðìóëà ∃x1∃x2 · · · ∃xmF (x1, x2, . . . , xm)
òàê æå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óñëîâèþ, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,
F (x1, x2, . . . , xm) âûïîëíèìà íà êàêîé-òî ìîäåëè â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ∃x1∃x2 · · · ∃xmF (x1, x2, . . . , xm) âûïîëíèìà íà
ýòîé ìîäåëè. Ïîýòîìó äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî âñå âõîæäåíèÿ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé ôîð-
ìóëå F ñâÿçàíû. Çàïèøåì F â ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå:

q1x1 · · ·qkxkH(P
(1)
1 (x1), . . . , P

(1)
1 (xk); . . . ;P (1)

n (x1), . . . , P (1)
n (xk)),

ãäå H(P
(1)
1 (x1), . . . , P

(1)
1 (xk); . . . ;P

(1)
n (x1), . . . , P

(1)
n (xk)) �

áåñêâàíòîðíàÿ ÷àñòü ôîðìóëû F ; çäåñü H � ÔËÂ
H(A11, . . . , A1k; . . . ;An1, . . . , Ank), â êîòîðóþ âìåñòî êàæäîé
ëîãè÷åñêîé ïåðåìåííîé Aij (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k) ïîäñòàâëåíà

àòîìàðíàÿ ôîðìóëà P (1)
i (xj) îò îäíîé ïðåäìåòíîé ïåðåìåííîé. Òàê

êàê F âûïîëíèìà, íàéäåòñÿ ìîäåëü ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M è
êîíêðåòíûìè ïðåäèêàòàìè Pi(xj) (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k) íà íåì, äëÿ
êîòîðûõ

φ(F ) = q1x1 · · ·qkxkH(P1(x1), . . . , P1(xk); . . . ;Pn(x1), . . . , Pn(xk))
= 1;

çäåñü φ � òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû F â ýòó ìîäåëü, ÷òî
φ(P

(1)
i ) = Pi, i = 1, 2, . . . , n.
Äëÿ êàæäîãî êîðòåæà α = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ {0,1}n âûáåðåì òå-

ïåðü â M òàêèå ýëåìåíòû a, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

P1(a) = ξ1, P2(a) = ξ2, . . . , Pn(a) = ξn,
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è ïîäìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ ýëåìåíòîâ â M îáîçíà÷èì ÷åðåç Mα. ßñ-
íî, ÷òî Mα∩Mβ = ∅ ïðè α 6= β è M =

⋃
αMα; ïðè ýòîì äëÿ êàêèõ-

òî α ∈ {0,1}n âîçìîæíî Mα = ∅. Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äåëî
ñ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà M íà êëàññû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïóñòûì
ìíîæåñòâàì Mα. Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ìíîæåñòâî M ìíîæåñòâà M
ïî ýòîìó ðàçáèåíèþ, ò.å. M = {Mα | Mα 6= ∅, α ∈ {0,1}n}. Ïî
ïîñòðîåíèþ, |M | ≤ |{0,1}n| = 2n.

Îïðåäåëèì òåïåðü íà ìíîæåñòâå M îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû
P ′i (xj), (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ k) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

äëÿ ëþáîãîMα ∈M, P ′i (Mα) = Pi(a), ãäå a ∈Mα;

î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå P ′i (Mα) îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó
îíî íå çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòà a èç Mα.

Ðàññìîòðèì â ìîäåëè ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîìM è ïðåäèêàòàìè
P ′i (xj) èíòåðïðåòàöèþ φ′ ôîðìóëû F , òàêóþ, ÷òî φ′(P (1)

i ) = P ′i , i =
1, 2, . . . , n. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

q1x1 · · ·qkxkH(P ′1(x1), . . . , P ′1(xk); . . . ;P ′n(x1), . . . , P ′n(xk)) =
q1x1 · · ·qkxkH(P1(x1), . . . , P1(xk); . . . ;Pn(x1), . . . , Pn(xk)),

ò.å. φ′(F ) = φ(F ) = 1, è çíà÷èò ôîðìóëà F âûïîëíèìà íà ìîäåëè,
îñíîâíîå ìíîæåñòâî M êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 2n ýëåìåí-
òîâ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü ôîðìóëà F ñîäåðæèò òîëüêî ïðåäèêàò-
íûå ñèìâîëû àðíîñòè îäèí è ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé íà âñÿêîé ìîäåëè
ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, íå ïðåâûøàþùåì 2n ýëåìåíòîâ, ãäå n �
÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ â F . Òîãäà ôîðìóëà F ëî-
ãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, ÷òî F íå ÿâëÿåòñÿ ëî-
ãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëîé. Â òàêîì ñëó÷àå åå îòðèöàíèå ¬F
âûïîëíèìî íà íåêîòîðîé ìîäåëè. Òàê êàê ¬F òàêæå óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì òåîðåìû, íàéäåòñÿ ìîäåëü ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì,
ñîäåðæàùèì íå áîëåå ÷åì 2n ýëåìåíòîâ, íà êîòîðîé ôîðìóëà ¬F
âûïîëíèìà. Ñëåäîâàòåëüíî, F íå ìîæåò áûòü èñòèííîé íà äàííîé
ìîäåëè, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñëåäñòâèÿ. Èòàê, ïðåäïîëîæå-
íèå, ÷òî ôîðìóëà F íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé, ïðèâîäèò
ê ïðîòèâîðå÷èþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà è ñëåäñòâèå èç íåå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âû-
âîä î ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ðàçðåøåíèÿ â êëàññå ôîðìóë, âêëþ-
÷àþùèõ òîëüêî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû àðíîñòè îäèí. Èç ñëåäñòâèÿ
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âèäíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ôîðìóëà F èç
óêàçàííîãî êëàññà ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé èëè íåò, äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà èñòèííîé íà âñÿêîé ìîäåëè, îñíîâíîå
ìíîæåñòâî êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì 2n ýëåìåíòîâ. Ïîñëåä-
íÿÿ çàäà÷à âïîëíå îñóùåñòâèìà, ò.ê. ÷èñëî òàêèõ ìîäåëåé êîíå÷íî
è èõ ìîæíî ïåðåáðàòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ (ïðè ýòîì ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ìû íå ðàçëè÷àåì èçîìîðôíûå ìîäåëè). Çàìåòèì ê òîìó
æå, ÷òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü èñòèííîñòü ôîðìóëû F íà ìîäåëÿõ
ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì, ñîñòîÿùèì â òî÷íîñòè èç 2n ýëåìåíòîâ.
Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî, êàê íåòðóäíî ïîíÿòü, âñÿêàÿ ìîäåëü ñ
÷èñëîì ýëåìåíòîâ ìåíüøå 2n, íà êîòîðîé ôîðìóëà F íå èñòèííà,
âëîæèìà â ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü ìîùíîñòè 2n ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì.

Â äàííîì êîíòåêñòå ïîëåçíî òàêæå ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñëå-
äóþùåå çàìå÷àíèå. Ïóñòü F ñîäåðæèò ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå
ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xk è ìû õîòèì ïðîâåðèòü åå èñòèííîñòü
íà íåêîòîðîé êîíå÷íîé ìîäåëè M = 〈M,P, µ〉 òîé æå ñèã-
íàòóðû, ÷òî è F , ãäå M = {a1, a2, . . . , am}. Äëÿ ýòîãî, î÷å-
âèäíî, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü íà M ôîðìóëû F̄ =
∀x1∀x2 · · · ∀xk F (x1, x2, . . . , xk), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì
ôîðìóëû F (î÷åâèäíî, â F̄ âñå âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ
ñâÿçàííûìè). Òàê êàê â çàïèñü ôîðìóëû F̄ âõîäÿò àòîìàðíûå ôîð-
ìóëû òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, F̄ íåñëîæíûìè ðàâíîñèëüíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê ÔËÏ, â êîòîðîé ëîãè÷åñêèå ñâÿç-
êè ñîåäèíÿþò ëèøü ôîðìóëû âèäà ∀xG(x) è ∃xG(x), ïðè÷åì G(x)
íå ñîäåðæèò ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò x. Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæ-
íî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë ∀xG(x) è
∃xG(x) ïðè èõ ïðîèçâîëüíîé èíòåðïðåòàöèè µ â ìîäåëè M, à ýòî
ëåãêî îñóùåñòâëÿåòñÿ ââèäó êîíå÷íîñòèM è ñëåäóþùèõ î÷åâèäíûõ
ðàâåíñòâ:

µ(∀xG(x)) = P (a1) ∧ P (a2) ∧ · · · ∧ P (am),

µ(∃xG(x)) = P (a1) ∨ P (a2) ∨ · · · ∨ P (am);

çäåñü P (x) � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå M , ñîîòâåòñòâó-
þùèé ôîðìóëå G(x) ïðè èíòåðïðåòàöèè µ.

ÏÐÈÌÅÐ. Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ÔËÏ
F1 = (∃xP (1)(x)) ∨Q(1)(y) ∨ (∀xP (1)(x) −→ R(1)(z)),
F2 = P (1)(x) ∧Q(1)(y) −→ (Q(1)(x) −→ ∀zP (1)(z))

ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìûìè èëè íåò.
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Ðàññìîòðèì çàìûêàíèå

F̄1 = ∀y∀z((∃xP (1)(x)) ∨Q(1)(y) ∨ (∀xP (1)(x) −→ R(1)(z)))

ôîðìóëû F1. Èìååì:

F̄1 ≡ (∃xP (1)(x)) ∨ ∀y∀z(Q(1)(y) ∨ (∀xP (1)(x) −→ R(1)(z)))
≡ (∃xP (1)(x)) ∨ ∀y(Q(1)(y) ∨ (∀xP (1)(x) −→ ∀zR(1)(z)))
≡ (∃xP (1)(x)) ∨ (∀yQ(1)(y)) ∨ (∀xP (1)(x) −→ ∀zR(1)(z))
≡ (∃xP (1)(x)) ∨ (∀yQ(1)(y)) ∨ ¬(∀xP (1)(x)) ∨ ∀zR(1)(z)
≡ (∃xP (1)(x)) ∨ (∃x¬P (1)(x)) ∨ (∀yQ(1)(y)) ∨ ∀zR(1)(z)
≡ ∃x(P (1)(x) ∨ ¬P (1)(x)) ∨ ∀yQ(1)(y) ∨ ∀zR(1)(z).

Ïðè èíòåðïðåòàöèè µ â ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè ôîðìóëå
P (1)(x) ∨ ¬P (1)(x) ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííî èñòèííûé ïðåäèêàò
îò ïåðåìåííîé x, è ïîòîìó µ(∃x(P (1)(x) ∨ ¬P (1)(x))) = 1. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì µ âûïîëíåíî µ(F̄1) = 1, ò.å. ôîðìóëà F̄1 ëî-
ãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà. Ïîýòîìó ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà è ôîðìóëà
F1.

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü çàìûêàíèå

F̄2 = ∀x∀y(P (1)(x) ∧Q(1)(y) −→ (Q(1)(x) −→ ∀zP (1)(z)))

ôîðìóëû F2:

F̄2 ≡ ∀x∀y(¬P (1)(x) ∨ ¬Q(1)(y) ∨ ¬Q(1)(x) ∨ ∀zP (1)(z))
≡ ∀x(¬P (1)(x) ∨ ∀y¬Q(1)(y) ∨ ¬Q(1)(x) ∨ ∀zP (1)(z))
≡ ∀x(¬P (1)(x) ∨ ¬Q(1)(x)) ∨ ∀y¬Q(1)(y) ∨ ∀zP (1)(z)
≡ ¬∃x(P (1)(x) ∧Q(1)(x)) ∨ ¬∃yQ(1)(y) ∨ ∀zP (1)(z) = H.

Ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà H íå ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷è-
ìîé. Äëÿ ýòîãî ââèäó äîêàçàííîãî âûøå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû è
ñäåëàííîãî çàòåì çàìå÷àíèÿ ìû äîëæíû íàéòè îïðîâåðãàþùóþ
äëÿ H ìîäåëü M = 〈M, {P,Q}, µ〉, îñíîâíîå ìíîæåñòâî M êî-
òîðîé ñîäåðæèò âñåãî ÷åòûðå ýëåìåíòà (ò.ê. 22 = 4). Ïîëîæèì
M = {a, b, c, d} è îïðåäåëèì îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû P è Q íà M
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû µ(∃x(P (1)(x) ∧ Q(1)(x))) = µ(∃yQ(1)(y)) = 1,
à µ(∀zP (1)(z)) = 0, ãäå µ(P (1)) = P è µ(Q(1)) = Q. Ïîñêîëüêó
µ(∃x(P (1)(x) ∧ Q(1)(x))) = (P (a) ∧ Q(a)) ∨ (P (b) ∧ Q(b)) ∨ (P (c) ∧
Q(c)) ∨ (P (d) ∧ Q(d)), µ(∃yQ(1)(y)) = Q(a) ∨ Q(b) ∨ Q(c) ∨ Q(d) è
µ(∀zP (1)(z)) = P (a) ∧ P (b) ∧ P (c) ∧ P (d), ÿñíî, ÷òî P è Q ìîæíî
çàäàòü, íàïðèìåð, òàê:
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x P (x)
a 1
b 0
c 1
d 1

è

x Q(x)
a 1
b 1
c 1
d 1

Òîãäà µ(H) = ¬µ(∃x(P (1)(x) ∧ Q(1)(x))) ∨ ¬µ(∃yQ(1)(y)) ∨
µ(∀zP (1)(z)) = ¬ 1 ∨ ¬ 1 ∨ 0 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà H
è ðàâíîñèëüíàÿ åé ôîðìóëà F̄2 íå âûïîëíÿþòñÿ íà äàííîé ìîäåëè
M = 〈M, {P,Q}, µ〉, à çíà÷èò, ôîðìóëà F2 íå ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé íà
M, ò.å. F2 íå ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðîáëå-
ìà ðàçðåøåíèÿ òåñíûì îáðàçîì ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùåé çàäà÷åé:
óêàçàòü óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî äâóì ïðî-
èçâîëüíûì ÔËÏ, ðàâíîñèëüíû îíè èëè íåò. Êàê ìû çíàåì, â ëî-
ãèêå âûñêàçûâàíèé òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò: ýòî ñïîñîá ñðàâíå-
íèÿ èñòèííîñòíûõ òàáëèö. Â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ïîäîáíûé àëãîðèòì
íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó âîïðîñ î ðàâíîñèëüíîñòè ÔËÏ F è G ñâî-
äèòñÿ, î÷åâèäíî, ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóëû F ←→ G,
à ýòà çàäà÷à â îáùåì ñëó÷àå íåðàçðåøèìà. Îäíàêî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà F è G òàêîé àëãîðèòì ñóùåñòâóåò; íàïðèìåð,
åñëè ôîðìóëû F è G ñîäåðæàò â ñâîåé çàïèñè òîëüêî àòîìàðíûå
ôîðìóëû îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå âûòåêàåò èç
óñòàíîâëåííîé â äàííîì ïàðàãðàôå ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ðàç-
ðåøåíèÿ â êëàññå ÔËÏ, ñîäåðæàùèõ ëèøü ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû
àðíîñòè îäèí.

� 2.7. Ïðèëîæåíèå ëîãèêè ïðåäèêàòîâ ê àíàëè-

çó ðàññóæäåíèé

Â ïåðâîé ãëàâå äëÿ ÔËÂ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëå-
äîâàíèÿ, êîòîðîå, êàê îòìå÷àëîñü, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëè-
çå ðàçëè÷íîãî ðîäà ðàññóæäåíèé. Îäíàêî ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä
ðàññóæäåíèé, ïðàâèëüíîñòü êîòîðûõ íåëüçÿ ïðîâåðèòü, íå âûõîäÿ
çà ðàìêè ÿçûêà ëîãèêè âûñêàçûâàíèé (ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû
òàêèõ ðàññóæäåíèé ñì. íèæå). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäè-
ìîñòü â îáîáùåíèè ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ íà ÔËÏ.

Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ÔËÏ è F � ïðîèçâîëüíàÿ ÔËÏ.
Ãîâîðèì, ÷òî F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò èç Γ, åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè M
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ôîðìóëà F èñòèííà íàM êàê òîëüêî âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà
M. Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå ÔËÂ, áóäåì ïèñàòü Γ |= F . ÔËÏ íà-
çûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.
Òàê, âñå ÔËÂ ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ôîðìóëû ëîãèêè ïðåäèêàòîâ F è G îáå çà-
ìêíóòû, òî èõ ðàâíîñèëüíîñòü ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî F |= G è
G |= F . Ýòî â îáùåì ñëó÷àå íå òàê, åñëè êàêàÿ-òî èç óêàçàí-
íûõ ôîðìóë íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé àòî-
ìàðíîé ôîðìóëû P (1)(x) ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ èìååì P (1)(x) |=
∀xP (1)(x) è ∀xP (1)(x) |= P (1)(x), îäíàêî P (1)(x) 6≡ ∀xP (1)(x). Ââå-
äåííîå íàìè äëÿ ÔËÏ ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ áóäåò ïîë-
íîñòüþ àäåêâàòíî (äàæå â ñëó÷àå íåçàìêíóòûõ ôîðìóë) ïîíÿòèþ
ñèíòàêñè÷åñêîé âûâîäèìîñòè â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ, êî-
òîðîå ìû ðàññìîòðèì â òðåòüåé ãëàâå.

Ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò òåîðåìó èç �1.3. Åãî
äîêàçàòåëüñòâî ìû îïóñêàåì, ò.ê. îíî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
ñîîòâåòñòâóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü F1, . . . , Fn, G � ÔËÏ, ïðè÷åì ôîðìóëû
F1, . . . , Fn çàìêíóòû. Òîãäà ñïðàâåäëèâî:

à) F1, . . . , Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ · · · ∧ Fn −→ G ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìà;

á) F1, . . . , Fn |= G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ôîðìóëà
F1 ∧ · · · ∧ Fn ∧ ¬G ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ óñòàíîâèì êîððåêòíîñòü íåñêîëüêèõ ðàñ-
ñóæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü çàïèñàíû íà ÿçûêå ÔËÏ.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Âñå ëþäè ñìåðòíû. Ñîêðàò � ÷åëîâåê. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ñîêðàò ñìåðòåí.

Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìîäåëü M, íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå êî-
òîðîé çàäàíû ïðåäèêàòû:

P (x) = 1 ⇐⇒ x � ÷åëîâåê,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x � Ñîêðàò,
S(x) = 1 ⇐⇒ x � ñìåðòåí.

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, ÷òî èç èñòèííîñòè íà M ôîðìóë ∀x(P (x) −→
S(x)) è Q(x) −→ P (x) âûòåêàåò èñòèííîñòü íà M ôîðìóëû
Q(x) −→ S(x); çäåñü è â äðóãèõ ïðèìåðàõ äëÿ ïðîñòîòû âìå-
ñòî ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ ïèøåì â ÔËÏ ñàìè ïðåäèêàòû. Äîïó-
ñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ôîðìóëà Q(x) −→ S(x) íå èñòèííà íà
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M, ò.å. äëÿ íåêîòîðîé åå èíòåðïðåòàöèè φ â äàííîé ìîäåëè èìååì
φ(Q(x) −→ S(x)) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Q(a) = 1 è S(a) = 0, ãäå
a = φ(x). Èç èñòèííîñòè íà M ôîðìóëû Q(x) −→ P (x) è ðàâåíñòâà
Q(a) = 1 ïîëó÷àåì P (a) = 1, îòêóäà φ((P (x) −→ S(x)) = P (a) −→
S(a) = 1 −→ 0 = 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñòèííîñòè íà M ôîð-
ìóëû ∀x(P (x) −→ S(x)). Èòàê, ìû äîêàçàëè ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî
∀x(P (x) −→ S(x)), Q(x) −→ P (x) |= Q(x) −→ S(x), ò.å. äàííîå
ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíî.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ëþáÿò ó÷èòüñÿ. Íè îäèí ñòó-
äåíò íå ëþáèò íðàâîó÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîå ó÷åíèå íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íðàâîó÷åíèåì.

Â äàííîå ðàññóæäåíèå âõîäÿò òàêèå ïðåäèêàòû:
P (x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
B(x) = 1 ⇐⇒ x � ó÷åíèå,
D(x) = 1 ⇐⇒ x � íðàâîó÷åíèå,
L(x, y) = 1 ⇐⇒ x ëþáèò y.

Ïðèâîäèìûå âûñêàçûâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ
ÔËÏ:

F1 = ∃x(P (x) ∧ ∀y(B(y) −→ L(x, y))),
F2 = ∀x(P (x) −→ ∀y(D(y) −→ ¬L(x, y))),
G = ∀x(B(x) −→ ¬D(x)).

Ïîêàæåì, òàêæå èñõîäÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ëîãè÷å-
ñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ÷òî F1, F2 |= G. Ïóñòü ôîðìóëû F1 è F2 èñ-
òèííû íà íåêîòîðîé ìîäåëè. Èç èñòèííîñòè ôîðìóëû F1 âûòåêàåò,
÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò a â îñíîâíîì ìíîæåñòâå ìîäåëè òàêîé, ÷òî
P (a) = 1 è ∀y(B(y) −→ L(a, y)) = 1. Èç èñòèííîñòè F2 ñëåäóåò, â
÷àñòíîñòè, ÷òî P (a) −→ ∀y(D(y) −→ ¬L(a, y)) = 1 è, ïîñêîëüêó
P (a) = 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∀y(D(y) −→ ¬L(a, y)) = 1. Îòñþ-
äà è èç ðàâåíñòâà ∀y(B(y) −→ L(a, y)) = 1 âûâîäèì, ÷òî ïðåäèêàòû
D(y) −→ ¬L(a, y) è B(y) −→ L(a, y) òîæäåñòâåííî èñòèííû, à ïî-
òîìó òîæäåñòâåííî èñòèííûì ÿâëÿåòñÿ è ïðåäèêàò

((D(y) −→ ¬L(a, y)) ∧ (B(y) −→ L(a, y))) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)
≡ ((¬D(y) ∨ ¬L(a, y)) ∧ (¬B(y) ∨ L(a, y))) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)
≡ (¬D(y) ∧ ¬B(y)) ∨ (¬L(a, y) ∧ ¬B(y)) ∨ (¬D(y) ∧ L(a, y))
∨(¬L(a, y) ∧ L(a, y)) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)

≡ (¬L(a, y) ∧ L(a, y)) ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y) ≡ 0 ∨ ¬B(y) ∨ ¬D(y)
≡ ¬B(y) ∨ ¬D(y) ≡ B(y) −→ ¬D(y).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò B(x) −→ ¬D(x) òàê æå òîæäåñòâåííî èñ-
òèíåí, ò.å. íà äàííîé ìîäåëè èñòèííà ôîðìóëà G = ∀x(B(x) −→
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¬D(x)).
Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî F1, F2 |= G, è çíà÷èò, êàê ýòî

íè ïîêàæåòñÿ ñòðàííûì, ðàññóæäåíèå ëîãè÷íî.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Íåêîòîðûå ñòóäåíòû ïðèõîäÿò íà ëåêöèè âñåãäà
âîâðåìÿ. Âñå ñòóäåíòû, êîòîðûå ïîçäíî ëîæàòñÿ ñïàòü, îïàçäûâà-
þò íà ëåêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñòóäåíòû, êîòîðûå íèêîãäà íå
ëîæàòñÿ ïîçäíî ñïàòü.

Â ýòîì ðàññóæäåíèè âñòðå÷àþòñÿ ïðåäèêàòû:
P (x) = 1 ⇐⇒ x � ñòóäåíò,
Q(x) = 1 ⇐⇒ x ïðèõîäèò íà ëåêöèè âñåãäà âîâðåìÿ,
R(x) = 1 ⇐⇒ x ïîçäíî ëîæèòñÿ ñïàòü.

Ñîîòâåòñòâóþùèå âûñêàçûâàíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ
ÔËÏ:

F1 = ∃x(P (x) ∧Q(x)),
F2 = ∀x(P (x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))),
G = ∃x(P (x) ∧ ¬R(x)).

Ìû õîòèì ïðîâåðèòü, âåðíî ëè, ÷òî F1, F2 |= G. Äëÿ ýòîãî ââèäó
çàìêíóòîñòè ôîðìóë F1 è F2 ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðèâåäåííóþ
âûøå òåîðåìó. Ðàññìîòðèì ôîðìóëó F1 ∧ F2 ∧ ¬G è äîêàæåì, ÷òî
îíà ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâà. Â ñàìîì äåëå, èìååì:

F1 ∧ F2 ∧ ¬G ≡ F1 ∧ ∀x(P (x) −→ (R(x) −→ ¬Q(x))) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ∀x(¬P (x) ∨ ¬R(x) ∨ ¬Q(x)) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ∀x¬(P (x) ∧R(x) ∧Q(x)) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ¬∃x(P (x) ∧R(x) ∧Q(x)) ∧ ¬G
≡ F1 ∧ ¬∃x(P (x) ∧R(x) ∧Q(x)) ∧ ¬∃x(P (x) ∧ ¬R(x))
≡ F1 ∧ ¬(∃x(P (x) ∧R(x) ∧Q(x)) ∨ ∃x(P (x) ∧ ¬R(x)))
≡ F1 ∧ ¬∃x((P (x) ∧Q(x) ∧R(x)) ∨ (P (x) ∧ ¬R(x)))
≡ F1 ∧ ¬∃x((P (x) ∧Q(x)) ∨ (P (x) ∧ ¬R(x)))
≡ F1 ∧ ¬∃x(P (x) ∧Q(x)) ∧ ¬∃x(P (x) ∧ ¬R(x))
≡ F1 ∧ ¬F1 ∧ ¬∃x(P (x) ∧ ¬R(x))
≡ 0 ∧ ¬∃x(P (x) ∧ ¬R(x)) ≡ 0.

Îòñþäà â ñèëó ïóíêòà (á) òåîðåìû çàêëþ÷àåì F1, F2 |= G, ò.å. èñ-
ñëåäóåìîå ðàññóæäåíèå êîððåêòíî.
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Ìåòîä èíòåðïðåòàöèé, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè èñòèííîñòíî-
ãî çíà÷åíèÿ ôîðìóëû, ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêî èññëåäîâàòü
ñâîéñòâà ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé � ñâÿçîê è êâàíòîðîâ. Òàê, ñ ïîìî-
ùüþ ýòîãî ìåòîäà ìû ìîãëè âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè òà èëè èíàÿ
ÔËÏ îáùåçíà÷èìîé, ïðîòèâîðå÷èâîé èëè âûïîëíèìîé, ñëåäóåò ëè
îíà ëîãè÷åñêè èç äðóãèõ çàäàííûõ ôîðìóë, à òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëè
äâå ôîðìóëû ðàâíîñèëüíûìè, ò.å. ëîãè÷åñêè íåðàçëè÷èìûìè. Âìå-
ñòå ñ òåì ìû îòìå÷àëè, ÷òî äàæå äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷
ìåòîä èíòåðïðåòàöèé íåëüçÿ ñ÷èòàòü óíèâåðñàëüíûì (ñì. �2.6). Â
íàñòîÿùåé ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåí åùå îäèí ìåòîä � àêñèîìàòè-
÷åñêèé. Îí ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî ïîäõîäîì
ê ïîíÿòèþ èñòèííîñòè ôîðìóëû (òî÷íåå èñòèííîñòè óòâåðæäåíèÿ,
çàïèñàííîãî ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû) è îñíîâàí íà åñòåñòâåííîì
ñòðåìëåíèè ñ÷èòàòü ôîðìóëó èñòèííîé, åñëè îíà âûâîäèìà èç çà-
äàííîãî ñïèñêà àêñèîì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé. Â íàøåì ñëó÷àå
âûâîäèìîñòü áóäåò îçíà÷àòü îïðåäåëåííîå îïåðèðîâàíèå ñèìâîëà-
ìè è âûðàæåíèÿìè íåêîòîðîãî ôîðìàëüíîãî ÿçûêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì
àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä åùå íàçûâàþò ñèíòàêñè÷åñêèì â îòëè÷èå
îò ìåòîäà èíòåðïðåòàöèé, ÿâëÿþùåãîñÿ ïî ñóòè ñâîåé ñåìàíòè÷å-
ñêèì (ñåìàíòèêà � çíà÷åíèå, ñìûñë). Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ äàí-
íîé ãëàâû áóäåò óñòàíîâëåíèå òåñíîé âçàèìîñâÿçè ýòèõ ìåòîäîâ, à
â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ � è èõ ïîëíîé àäåêâàòíîñòè. Ìû òàêæå ðàñ-
ñìîòðèì ðÿä ïðîáëåì, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèõ âíóòðè
àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà, òàêèõ êàê ïðîáëåìû ïîëíîòû è íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòè ôîðìàëüíûõ òåîðèé, íåçàâèñèìîñòè èõ àêñèîì è ò.ï.
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� 3.1. Ôîðìàëüíûå òåîðèè

Èñõîäíûì ïîíÿòèåì àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå
ôîðìàëüíîé òåîðèè. Ïîëàãàåì, ÷òî ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ S îïðåäå-
ëåíà, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Çàäàíî íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, íàçûâàåìîå
àëôàâèòîì òåîðèè S. Âûðàæåíèå òåîðèè � ýòî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ åå àëôàâèòà. Âûðàæåíèÿ â ñîâîêóï-
íîñòè îáðàçóþò ôîðìàëüíûé ÿçûê òåîðèè S.

(2) Èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî âûðàæåíèé, íàçûâàåìûõ ôîðìóëàìè
òåîðèè S.

(3) Â ìíîæåñòâå ôîðìóë âûäåëåíû âûðàæåíèÿ, êîòîðûå íàçû-
âàþòñÿ àêñèîìàìè òåîðèè S.

(4) Çàôèêñèðîâàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî R1, . . . , Rn îòíîøåíèé
ìåæäó ôîðìóëàìè, èìåíóåìûõ ïðàâèëàìè âûâîäà. Ïðè ýòîì ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôîðìóëà F ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ôîð-
ìóë F1, . . . , Fk(i) ïî ïðàâèëó âûâîäà Ri (i = 1, 2, . . . , n) è ïèøóò

F1, . . . , Fk(i)

F
,

åñëè F íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè Ri ñ F1, . . . , Fk(i).
Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, ò.å. ýô-

ôåêòèâíûå ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïî ëþáîìó âûðà-
æåíèþ òåîðèè S, áóäåò ëè îíî ôîðìóëîé ýòîé òåîðèè, à ïî ëþáûì
ôîðìóëàì F, F1, . . . , Fk(i) è ïðàâèëó Ri (i = 1, 2, . . . , n), áóäåò ëè
F íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì F1, . . . , Fk(i) ïî ýòîìó ïðàâèëó âû-
âîäà. Åñëè ê òîìó æå ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ñðåäè
ôîðìóë äàííîé òåîðèè àêñèîìû, òî òàêàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ýô-
ôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôîðìàëüíûõ òåîðèé.
ÏÐÈÌÅÐ 1. Íà îáû÷íóþ ãåîìåòðèþ Åâêëèäà, èçó÷àåìóþ â øêî-

ëå, ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ôîðìàëüíóþ òåîðèþ. Â ñàìîì äåëå,
ïîëàãàåì, ÷òî àëôàâèò ýòîé òåîðèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðóññêèé, ãðå-
÷åñêèé è ëàòèíñêèé àëôàâèòû, çíàêè ïðåïèíàíèÿ, çíàê ïðîáåëà, à
òàêæå îáùåïðèíÿòûå â ìàòåìàòèêå ñèìâîëû, ñëóæàùèå äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ ðÿäà åå ïîíÿòèé. Ïîä ôîðìóëàìè â äàííîé òåîðèè áóäåì
ïîíèìàòü íåêîòîðûå îñìûñëåííûå âûðàæåíèÿ ðóññêîãî ÿçûêà, à
èìåííî âûñêàçûâàíèÿ î ñâîéñòâàõ òåõ èëè èíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ (íàïðèìåð, �òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé�). Àê-
ñèîìàìè òåîðèè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå ïîñòóëàòû åâêëèäîâîé ãåîìåò-
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ðèè, à åå ïðàâèëàìè âûâîäà � îáùåóïîòðåáèòåëüíûå â ìàòåìàòè-
êå ïðàâèëà óìîçàêëþ÷åíèé (íàïðèìåð, èç ôîðìóë �òðåóãîëüíèêè
ABC è DEF êîíãðóýíòíû� è �òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé�
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ôîðìóëà �òðåóãîëüíèê DEF � ðàâíîáåä-
ðåííûé�).

ÏÐÈÌÅÐ 2. Îïðåäåëèì ôîðìàëüíóþ òåîðèþ T , êîòîðóþ ìû
áóäåì íàçûâàòü òåîðèåé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Â ñàì�îì íàçâà-
íèè ýòîé òåîðèè óãàäûâàåòñÿ ñâÿçü ñ ëîãèêîé âûñêàçûâàíèé. Ïîçä-
íåå ìû óâèäèì, ÷òî òåîðèÿ T ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî ðîäà ñèíòàêñè÷åñêèì
àíàëîãîì ñåìàíòè÷åñêîé ëîãèêè âûñêàçûâàíèé.

(1) Àëôàâèò òåîðèè T ñîñòîèò èç ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê ¬,−→, ñêî-
áîê (, ) è áóêâ A,B,C, . . . (ýòèìè æå áóêâàìè â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé
îáîçíà÷àëèñü ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå).

(2) Êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ äàííîãî àëôàâè-
òà áóäåì íàçûâàòü ôîðìóëîé òåîðèè T , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ÔËÂ.
Íàïðèìåð, âûðàæåíèÿ (¬A −→ B) −→ ¬¬B è ¬(A −→ ¬B) ñóòü
ôîðìóëû òåîðèè T , â òî âðåìÿ êàê âûðàæåíèÿ ¬(A ∨ B) ∨ ¬¬B è
A ∧ B ôîðìóëàìè ýòîé òåîðèè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ, òàê
êàê ñèìâîëû ∨ è ∧ íå âõîäÿò â åå àëôàâèò. Ýòî íè÷óòü íå ïðî-
òèâîðå÷èò âûñêàçàííîìó âûøå òåçèñó îá àäåêâàòíîñòè òåîðèè T
ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, âñÿêàÿ ÔËÂ ðàâ-
íîñèëüíà ôîðìóëå, ñîäåðæàùåé ëèøü ñâÿçêè ¬ è −→ (ñì. �1.5); â
öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë òåîðèè T ìû ïî îïðåäåëåíèþ ìî-
æåì ñ÷èòàòü, ÷òî A ∧ B îçíà÷àåò ¬(A −→ ¬B), à A ∨ B îçíà÷àåò
¬A −→ B.

(3) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë F,G è H òåîðèè T ñëåäóþùèå
ôîðìóëû ñóòü àêñèîìû:

(A1) F −→ (G −→ F );
(A2) (F −→ (G −→ H)) −→ ((F −→ G) −→ (F −→ H));
(A3) (¬G −→ ¬F ) −→ ((¬G −→ F ) −→ G).

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðèè T èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àê-
ñèîì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â îäíó èç ñõåì
àêñèîì (A1), (A2), (A3) âìåñòî F,G è H íåêîòîðûõ ôîðìóë. Ëåã-
êî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå àêñèîìû òåîðèè T ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.
Ýòî îäíî èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé, êîòîðûìè ìû ðóêîâîäñòâóåìñÿ
ïðè èõ âûáîðå. Äðóãîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå � ýòî ïîëíîòà äàííîé
ñèñòåìû àêñèîì; áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî íèæå.
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(4) Åäèíñòâåííûì ïðàâèëîì âûâîäà òåîðèè T ñëóæèò ïðàâèëî
m�odus p�onens (ñîêðàùåííî MP):

F, F −→ G

G
,

êîòîðîå óòâåðæäàåò, ÷òî ôîðìóëà G åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåä-
ñòâèå ôîðìóë F è F −→ G. Íàïðèìåð, ïîäñòàâëÿÿ ¬A âìåñòî F è
B −→ ¬C âìåñòî G, ïîëó÷àåì, ÷òî

¬A,¬A −→ (B −→ ¬C)

B −→ ¬C
(MP ).

Èòàê, òåîðèÿ T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé îïðåäåëåíà. Îòìå-
òèì, ÷òî T ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàíà, ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé
åå ôîðìóëû ëåãêî ïðîâåðèòü, áóäåò ëè îíà àêñèîìîé.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé àêñèîìàòè÷åñêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå [ñèíòàêñè÷åñêîé] âûâîäèìîñòè. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ
ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ S. Ãîâîðèì, ÷òî ôîðìóëà F åñòü ñëåäñòâèå â S
ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ (èëè F âûâîäèòñÿ â S èç Γ), åñëè ñóùåñòâó-
åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F1, . . . , Fn ôîðìóë òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ
ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà òåîðèè S, ëèáî ýëåìåíò Γ,
ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êàêèõ-ëèáî ïðåäûäóùèõ ôîðìóë
ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F1, . . . , Fn ôîðìóë íàçûâàåòñÿ âûâîäîì F èç Γ. Ôîðìóëû ìíîæå-
ñòâà Γ íàçûâàþòñÿ ãèïîòåçàìè èëè ïîñûëêàìè âûâîäà. Åñëè F
âûâîäèòñÿ â S èç Γ, òî ìû óïîòðåáëÿåì çàïèñü Γ `S F ; ïðè ýòîì
ìû áóäåì òàêæå ïèñàòü Γ ` F , åñëè ÿñíî, î êàêîé òåîðèè èäåò ðå÷ü.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Ïðîâåðèòü, ÷òî A −→ (B −→ C), A −→ B `T
A −→ C.

Ïîñòðîèì âûâîä â òåîðèè T ôîðìóëû A −→ C èç ôîðìóë
A −→ (B −→ C) è A −→ B:

(1) A −→ (B −→ C) (ãèïîòåçà)
(2) A −→ (B −→ C)) −→ ((A −→ B) −→ (A −→ C)) (ñõåìà

àêñèîì (A2))
(3) (A −→ B) −→ (A −→ C) (èç (1), (2) ïî MP)
(4) A −→ B (ãèïîòåçà)
(5) A −→ C (èç (3), (4) ïî MP)
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âêëþ÷àåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ, íî î÷åíü
âàæíûõ ñâîéñòâ âûâîäèìîñòè.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. (1) Åñëè Γ ` F è Γ ⊆ ∆, òî ∆ ` F .
(2) Åñëè Γ ` F è ∆ ` G äëÿ ëþáîé ôîðìóëû G èç ìíîæåñòâà

Γ, òî ∆ ` F .
(3) Γ ` F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â Γ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî ∆, äëÿ êîòîðîãî ∆ ` F .
Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Óñëîâèå Γ ` F îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

âûâîä F1, . . . , Fn ôîðìóëû F èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ. Åñëè Γ ⊆ ∆,
òî ýòó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . , Fn ìîæíî âçÿòü â
êà÷åñòâå âûâîäà F èç ∆ è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåì èìåòü ∆ ` F .

(2) Ïóñòü Γ ` F . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîð-
ìóë F1, . . . , Fn òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü
ëèáî àêñèîìà, ëèáî ãèïîòåçà (ò.å. ýëåìåíò Γ), ëèáî ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Ïóñòü ê òîìó æå
∆ ` G, åñëè G ∈ Γ, ò.å. äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ìíîæåñòâà ãèïîòåç Γ
íàéäåòñÿ åå âûâîä èç ∆. Çàìåíèì â âûâîäå F1, . . . , Fn ôîðìóëû F
èç Γ êàæäóþ ãèïîòåçó åå âûâîäîì èç ∆. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, áóäåò âûâîäîì F èç ∆, à çíà÷èò,
∆ ` F .

(3) Ïóñòü Γ ` F . Âûâîä F èç Γ ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå ïîäìíî-
æåñòâî ãèïîòåç, êîòîðîå ìû è îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆. Òîãäà, î÷åâèäíî,
âûïîëíåíî ∆ ` F . Îáðàòíî, åñëè ∆ ` F è ∆ ⊆ Γ, òî â ñèëó äîêà-
çàííîãî ñâîéñòâà (1) èìååì Γ ` F .

Ôîðìóëà F òåîðèè S íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé, åñëè îíà âûâîäèòñÿ
â S èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà ãèïîòåç, ò.å. ∅ `S F . Äðóãèìè ñëîâàìè,
F � òåîðåìà òåîðèè S, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîð-
ìóë F1, . . . , Fn òàêàÿ, ÷òî Fn = F è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü
ëèáî àêñèîìà òåîðèè S, ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå êàêèõ-òî
ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Â ýòîì ñëó÷àå
öåïî÷êà ôîðìóë F1, . . . , Fn íàçûâàåòñÿ âûâîäîì èëè äîêàçàòåëü-
ñòâîì òåîðåìû F . Â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà ïðèíÿòî îïóñêàòü â
çàïèñè ∅ `S F çíàê ïóñòîãî ìíîæåñòâà è ïèñàòü `S F èëè ` F ,
åñëè ÿñíî, òåîðåìîé êàêîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà F .

ÏÐÈÌÅÐ 4. Ïîêàçàòü, ÷òî `T F −→ F äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F
òåîðèè T .

Ïîñòðîèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû F −→ F â T :
(1) F −→ ((F −→ F ) −→ F ) (ïîäñòàíîâêà â ñõåìó àêñèîì (A1))
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(2) (F −→ ((F −→ F ) −→ F )) −→ ((F −→ (F −→ F )) −→
(F −→ F )) (ïîäñòàíîâêà â ñõåìó àêñèîì (A2))

(3) (F −→ (F −→ F )) −→ (F −→ F ) (èç (1), (2) ïî MP)
(4) (F −→ (F −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(5) F −→ F (èç (3), (4) ïî MP)

ÏÐÈÌÅÐ 5. Äîêàçàòü, ÷òî â òåîðèè T âñÿêàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
òàâòîëîãèåé.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôîðìóë F è
G òåîðèè T èç òîãî, ÷òî F è F −→ G ñóòü òàâòîëîãèè, âûòåêàåò,
÷òî è G � òàâòîëîãèÿ. Ïîýòîìó ñâîéñòâî ôîðìóë òåîðèè T �áûòü
òàâòîëîãèåé� ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ê íèì ïðàâèëà âûâîäà
MP. Îòñþäà, ïîñêîëüêó êàæäàÿ òåîðåìà òåîðèè T ïîëó÷àåòñÿ èç
àêñèîì ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà MP, à âñå àêñèîìû â T ñóòü òàâòîëîãèè,
çàêëþ÷àåì, ÷òî è âñå òåîðåìû â T ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.

Åñòåñòâåííà ïîñòàíîâêà âîïðîñà î ñïðàâåäëèâîñòè îáðàòíîãî
óòâåðæäåíèÿ: áóäåò ëè âñÿêàÿ òàâòîëîãèÿ òåîðåìîé òåîðèè T ?
Êàê ìû óâèäèì, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûì. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñïèñîê àêñèîì òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ �äîñòàòî÷íî
ïîëíûì� äëÿ òîãî, ÷òîáû èç íåãî âûâîäèëàñü ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ. Â
ýòîì ñîñòîèò ñìûñë òàê íàçûâàåìîé òåîðåìû î ïîëíîòå äëÿ òåî-
ðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Ýòà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà íàìè
â ãîðàçäî áîëåå îáùåì ñëó÷àå, îõâàòûâàþùåì øèðîêèé êëàññ ôîð-
ìàëüíûõ òåîðèé. Èõ ìû íà÷èíàåì èçó÷àòü â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

� 3.2. Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà î

íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Îïðåäåëèì ïðîèçâîëüíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà K.
(1) Àëôàâèò òåîðèè K âêëþ÷àåò ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè ¬,−→;

çíàê êâàíòîðà îáùíîñòè ∀; ñêîáêè (, ); çàïÿòóþ , (ââîäè-
ìóþ íàìè äëÿ îáëåã÷åíèÿ ÷òåíèÿ ôîðìóë); ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ x, y, z, . . . (âîçìîæíî, èíäåêñèðîâàííûõ);
íåïóñòîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðåäèêàòíûõ ñèì-
âîëîâ P (n), Q(n), S(n), . . . (n ≥ 0); à òàêæå êîíå÷íîå (âîçìîæ-
íî è ïóñòîå) èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâî-
ëîâ f (n), g(n), h(n), . . . (n ≥ 0). Êàê ìû çíàåì èç ñîäåðæàíèÿ
âòîðîé ãëàâû, ïðåäèêàòíûì ñèìâîëàì ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ ôîð-
ìóë ñîîòâåòñòâóþò êîíêðåòíûå ïðåäèêàòû íà ìíîæåñòâàõ. Íî
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íà ìíîæåñòâàõ ïîìèìî ïðåäèêàòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ðàç-
ëè÷íûå îïåðàöèè∗; îíè è áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ôóíêöèîíàëü-
íûì ñèìâîëàì ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ. Ïðåäèêàòíûå è ôóíêöèî-
íàëüíûå ñèìâîëû â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ñèãíàòóðó Σ(K) =
{P (n), Q(n), S(n), . . . ; f (n), g(n), h(n), . . .} òåîðèè K.

(2) Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ôîðìóëû òåîðèè K, ââåäåì
ïîíÿòèå åå òåðìà.

(1′) ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå x, y, z, . . ., à òàêæå íóëüàðíûå ôóíê-
öèîíàëüíûå ñèìâîëû f (0), g(0), h(0), . . . èç Σ(K) (åñëè îíè åñòü) ñóòü
òåðìû òåîðèè K;

(2′) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (n) ∈ Σ(K)
(n ≥ 1) è òåðìîâ t1, . . . , tn òåîðèè K âûðàæåíèå âèäà f (n)(t1, . . . , tn)
òîæå åñòü òåðì ýòîé òåîðèè;

(3′) äðóãèõ òåðìîâ íåò.

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ôîðìóëû òåîðèè K:
(1′′) âûðàæåíèÿ âèäà P (0) è P (n)(t1, . . . , tn) ñóòü ôîðìóëû; çäåñü

P (0) è P (n) � ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû èç Σ(K), à t1, . . . , tn � ïðîèçâîëü-
íûå òåðìû òåîðèè K; òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè;

(2′′) åñëè F è G � ôîðìóëû, òî âûðàæåíèÿ âèäà ¬F,
(F −→ G),∀xF òàêæå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè;

(3′′) äðóãèõ ôîðìóë íåò.

Êàê îáû÷íî, ìû áóäåì îïóñêàòü íåêîòîðûå ñêîáêè äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë. Ïðè ýòîì áóäåì ïèñàòü F ∧ G âìåñòî
¬(F −→ ¬G), F ∨ G âìåñòî ¬F −→ G è ∃xF âìåñòî ¬∀x¬F . Òàê
æå êàê è â ñëó÷àå ÔËÏ, îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ñâîáîäíîé è ñâÿçàí-
íîé ïåðåìåííîé è ñâîáîäíîãî è ñâÿçàííîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé
â ôîðìóëå (ñì. �2.3).

(3) Àêñèîìû òåîðèè K ðàçáèâàþòñÿ íà äâà êëàññà: ëîãè÷åñêèå
àêñèîìû è ñîáñòâåííûå àêñèîìû.

Ëîãè÷åñêèå àêñèîìû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïÿòü ñõåì (A1)�(A5),
êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûå
òðè èç íèõ àíàëîãè÷íû ñõåìàì àêñèîì òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêà-
çûâàíèé:

(A1) F −→ (G −→ F );
(A2) (F −→ (G −→ H)) −→ ((F −→ G) −→ (F −→ H));
(A3) (¬G −→ ¬F ) −→ ((¬G −→ F ) −→ G);

∗Íàïîìíèì, ÷òî n-àðíîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâåM íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòîá-

ðàæåíèå Mn −→M . Íóëüàðíûå îïåðàöèè � ýòî âûäåëåííûå ýëåìåíòû èç M .
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çäåñü F,G è H � ïðîèçâîëüíûå ôîðìóëû òåîðèè K.

Ñëåäóþùàÿ ñõåìà àêñèîì èìååò âèä:

(A4) ∀x(F −→ G) −→ (F −→ ∀xG),
ãäå ôîðìóëà F íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé x.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñõåìû (A5) íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå òåð-
ìà, ñâîáîäíîãî äëÿ äàííîé ïåðåìåííîé â ôîðìóëå. Ïóñòü F (x) �
ôîðìóëà òåîðèè K, ãäå x � êàêàÿ-òî ñâîáîäíàÿ â F ïåðåìåííàÿ
è t � íåêîòîðûé òåðì òåîðèè K. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (t) ôîðìó-
ëó, ïîëó÷àþùóþñÿ èç F (x) çàìåíîé êàæäîãî ñâîáîäíîãî âõîæäå-
íèÿ ïåðåìåííîé x òåðìîì t. Òåðì t íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì äëÿ ïå-
ðåìåííîé x â ôîðìóëå F (x), åñëè â ôîðìóëå F (t) íèêàêîå âõîæ-
äåíèå òåðìà t (ïîëó÷åííîå óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì) íå ñîäåð-
æèò ñâÿçàííûõ âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ. Òàê íàïðèìåð, äëÿ ïåðå-
ìåííîé x â ôîðìóëå F (x, z) = ∀yP (3)(x, y, z) −→ ∀x∀zQ(2)(x, z)
òåðì t1 = f (2)(x, z) ñâîáîäåí, à òåðì t2 = f (2)(x, y) íåò, ïîñêîëü-
êó F (t1, z) = ∀yP (3)(f (2)(x, z), y, z) −→ ∀x∀zQ(2)(x, z), à F (t2, z) =
∀yP (3)(f (2)(x, y), y, z) −→ ∀x∀zQ(2)(x, z), è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
âõîæäåíèå òåðìà t2 â ôîðìóëå F (t2, z) ñîäåðæèò ñâÿçàííóþ ïåðå-
ìåííóþ y.

Ïðèâåäåì òåïåðü ïîñëåäíþþ ñõåìó ëîãè÷åñêèõ àêñèîì:

(A5) ∀xF (x) −→ F (t),
ãäå F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðèè K è t � òåðì òåîðèè K,
ñâîáîäíûé äëÿ x â F (x). Ïðè t = x ìû ïîëó÷àåì îäíó èç ëîãè÷åñêèõ
àêñèîì ∀xF (x) −→ F (x). Ìû òàêæå âêëþ÷àåì â óêàçàííóþ ñõåìó
ëîãè÷åñêèõ àêñèîì ôîðìóëû âèäà ∀xF −→ F , ãäå ïåðåìåííàÿ x íå
âñòðå÷àåòñÿ â çàïèñè ôîðìóëû F èëè âñå åå âõîæäåíèÿ â F ñâÿçàíû.

Ëîãè÷åñêèå àêñèîìû äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ íåîáõîäèìîìó óñëî-
âèþ: áûòü èñòèííûìè ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè. Îãðàíè÷åíèÿ, íà-
ëîæåííûå íà ôîðìóëû â ñõåìàõ (A4), (A5), îáúÿñíÿþòñÿ èìåííî
ýòèì òðåáîâàíèåì.

Ñîáñòâåííûå àêñèîìû ñôîðìóëèðîâàòü â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ,
òàê êàê îíè èíäèâèäóàëüíû äëÿ êàæäîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

(4) Â òåîðèè K èìåþòñÿ äâà ïðàâèëà âûâîäà: çíàêîìîå íàì óæå
m�odus p�onens F,F−→G

G (MP) è, íîâîå, ïðàâèëî îáîáùåíèÿ F
∀xF

(ÏÎ).
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Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, äâå òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ìíîæåñòâîì ïðåäèêàòíûõ è ôóíê-
öèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ò.å. ñèãíàòóðîé, è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ
àêñèîì. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü êîíêðåòíóþ òåîðèþ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå ñèãíàòóðó è ñîáñòâåííûå
àêñèîìû.

Êàê è â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ, ôîðìóëó òåîðèè K áóäåì íàçû-
âàòü çàìêíóòîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ
êàæäîé ôîðìóëû F = F (x1, . . . , xk) òåîðèè K, ãäå x1, . . . , xk �
âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå â F , ìîæíî ïîñòðîèòü åå çàìûêàíèå
F̄ = ∀x1 · · · ∀xkF (x1, . . . , xk). ßñíî, ÷òî ôîðìóëà F çàìêíóòà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = F̄ .

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò îäíî ïîëåçíîå ñâîéñòâî âû-
âîäèìîñòè â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþùåå âî ìíîãèõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàññìîòðåíèåì çàìêíóòûõ ôîðìóë.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Ïîêàçàòü, ÷òî Γ ` F
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ ` F̄ ; â ÷àñòíîñòè, âûïîëíåíî F ` F̄
è F̄ ` F .

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé ñâîáîäíîé â F ïåðåìåííîé x èìå-
åì ïî ïðàâèëó îáîáùåíèÿ F ` ∀xF . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ôîðìóë F1 = ∀xF, F2 = ∀xF −→ F, F3 = F ÿâ-
ëÿåòñÿ âûâîäîì F èç ôîðìóëû ∀xF , è çíà÷èò, ∀xF ` F ; çäåñü
F1 � ãèïîòåçà, F2 � àêñèîìà èç ñõåìû (A5), F3 � íåïîñðåäñòâåí-
íîå ñëåäñòâèå ôîðìóë F1 è F2 ïî ïðàâèëó MP. Òåïåðü îñòàåò-
ñÿ âûïèñàòü öåïî÷êó ýêâèâàëåíòíîñòåé: Γ ` F (x1, . . . , xk) ⇐⇒
Γ ` ∀xkF (x1, . . . , xk) ⇐⇒ Γ ` ∀xk−1∀xkF (x1, . . . , xk) ⇐⇒ . . . ⇐⇒
Γ ` ∀x1 · · · ∀xk−1∀xkF (x1, . . . , xk), ò.å. Γ ` F ⇐⇒ Γ ` F̄ .

Ïóñòü Σ � ïðîèçâîëüíàÿ ñèãíàòóðà è M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
íà êîòîðîì îïðåäåëåíû íåêîòîðûå ïðåäèêàòû è îïåðàöèè, îáðàçó-
þùèå ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà P è F . Ïóñòü ê òîìó æå çàäàíî
îòîáðàæåíèå µ : Σ −→ P ∪ F , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó
n-àðíîìó ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó èç Σ êàêîé-ëèáî ïðåäèêàò èç P, à
n-àðíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó � êàêóþ-ëèáî n-àðíóþ îïåðà-
öèþ èç F . Òîãäà ÷åòûðåõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî M = 〈M,P,F , µ〉
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé ñèãíàòóðû Σ; ïðè ýòîìM íà-
çûâàåòñÿ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì ñèñòåìû M. Íàïðèìåð, ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ñ åñòåñòâåííûì ïðåäèêàòîì (îòíîøå-
íèåì) ëèíåéíîãî ïîðÿäêà ≤ è îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ + è óìíîæå-
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íèÿ · îáðàçóåò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó 〈N,≤, {+, ·}, µ〉 ñèãíàòóðû
Σ = {P (2), f (2), g(2)}, ãäå µ(P (2)) =�≤�, µ(f (2)) =�+�, µ(g(2)) =� ·�.
Äâå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ìû íå ðàçëè÷àåì, åñëè îíè èçîìîðôíû,
ò.å. åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà îäíîé èç íèõ íà îñíîâíîå ìíîæåñòâî äðóãîé, ñîõðàíÿþ-
ùåå îïåðàöèè è ïðåäèêàòû.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà K. Ïóñòü
F (x1, . . . , xk) � íåêîòîðàÿ ôîðìóëà ýòîé òåîðèè, ãäå x1, . . . , xk � âñå
ñâîáîäíûå ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå â F , è M = 〈M,P,F , µ〉 � íåêî-
òîðàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ(K). Èíòåðïðåòàöèåé
ôîðìóëû F â ñèñòåìå M íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå µ̃ : {x1, . . . , xk}∪
Σ(K) −→M ∪P∪F , ïåðåâîäÿùåå ïåðåìåííûå x1, . . . , xk â ýëåìåíòû
îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M è ñîâïàäàþùåå ñ µ íà Σ(K). Ïîäîáíî òîìó
êàê âû÷èñëÿëèñü èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ÔËÏ (ñì. �2.3), äëÿ êàæ-
äîé èíòåðïðåòàöèè µ̃ ôîðìóëû F â ñèñòåìå M íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå
µ̃(F ) ∈ {0,1}. Íîâîå äëÿ íàñ çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â òîì, ÷òî íàäî íà-
ó÷èòüñÿ ñíà÷àëà âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ òåðìîâ ïðè èíòåðïðåòàöèè.
Äëÿ ëþáîãî òåðìà t òåîðèè K èíäóêöèåé ïî åãî äëèíå îïðåäåëèì
µ̃(t) ∈M :

(1′) åñëè t � ïðåäìåòíàÿ ïåðåìåííàÿ èëè íóëüàðíûé ôóíêöèî-
íàëüíûé ñèìâîë, òî µ̃(t) óæå èçâåñòíî;

(2′) åñëè t = f (n)(t1, . . . , tn), òî µ̃(t) = f(a1, . . . , an), ãäå f =
µ̃(f (n)) è ai = µ̃(ti), i = 1, . . . , n.

Òåïåðü èíäóêöèåé ïî äëèíå ôîðìóëû F îïðåäåëèì µ̃(F ) ∈
{0,1}:

(1′′) ïóñòü F � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà; òîãäà åñëè F � íóëüàðíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, òî µ̃(F ) óæå èçâåñòíî è ñîâïàäàåò ñ µ(F ); åñëè
æå F = P (n)(t1, . . . , tn), òî µ̃(F ) = P (a1, . . . , an), ãäå P = µ̃(P (n)) è
ai = µ̃(ti), i = 1, . . . , n;

(2′′) åñëè F = ¬G èëè F = G −→ H, òî ñîîòâåòñòâåííî µ̃(F ) =
¬µ̃(G) èëè µ̃(F ) = µ̃(G) −→ µ̃(H);

(3′′) åñëè F = ∀xG, òî µ̃(F ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ëþáîé èíòåðïðåòàöèè η ôîðìóëû G â M, ñîâïàäàþùåé ñ µ̃ íà Σ(K)
è íà âñåõ îòëè÷íûõ îò x ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ èç G, âûïîëíåíî
η(G) = 1.

Ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ èñòèííîé íà ñèñòåìå M, åñëè îíà èñ-
òèííà ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè â ýòîé ñèñòåìå.

Ìîäåëüþ òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà K íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ñèñòåìà ñèãíàòóðû Σ(K), íà êîòîðîé èñòèííû âñå ñîáñòâåí-
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íûå àêñèîìû òåîðèè K. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì îïðåäåëåíèè ñëîâî
�ñîáñòâåííûå� ìîæíî îïóñòèòü, ïîñêîëüêó ëîãè÷åñêèå àêñèîìû òåî-
ðèè K �ïî ñâîåé ïðèðîäå� èñòèííû íà ëþáîé ñèñòåìå ñèãíàòóðû
Σ(K)†, à çíà÷èò, è íà ëþáîé ìîäåëè òåîðèè K.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Äëÿ òåîðèè K ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäàííîé ñâîåé ñèã-
íàòóðîé Σ(K) è ñîáñòâåííûìè àêñèîìàìè A1, A2, âûÿñíèòü, áóäåò
ëè ìîäåëüþ ýòîé òåîðèè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà M:

(1) Σ(K) = {P (2), f (1)}, A1 = ∀xP (2)(x, x), A2 =
∀xP (2)(x, f (1)(x)); M = 〈R, P, f, µ〉, ãäå R � ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë, P (x, y) = 1 ⇐⇒ x ≤ y, f(x) = x + 1 è µ(P (2)) =
P, µ(f (1)) = f .

(2) Σ(K) = {P (2), f (2)}, A1 = ∀x∀y∀z(P (2)(x, y) −→
P (2)(f (2)(x, z), f (2)(y, z))), A2 = ∃x∀yP (2)(x, y); M = 〈Z, P, f, µ〉,
ãäå Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, P (x, y) = 1 ⇐⇒ x ≤ y, f(x, y) =
x+ y è µ(P (2)) = P, µ(f (2)) = f .

Íàäî ïðîâåðèòü èñòèííîñòü àêñèîì A1 è A2 íà ñèñòåìå M. Äëÿ
ýòîãî ïðîùå ïðèìåíèòü íå ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå èñòèííîñòíî-
ãî çíà÷åíèÿ ôîðìóëû, ïðèâåäåííîå âûøå, à ïðàâèëî, àíàëîãè÷íîå
òîìó, êîòîðûì ìû ïîëüçîâàëèñü ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ÔËÏ
(ñì. ïðèìåð 2 èç �2.3). Òàê êàê óêàçàííûå àêñèîìû íå ñîäåðæàò
ñâîáîäíûõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ, äëÿ êàæäîé èç íèõ èìååòñÿ
åäèíñòâåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ â ñèñòåìå M, ñîâïàäàþùàÿ ñ îòîáðà-
æåíèåì µ : Σ(K) −→ {P, f}. Ïðè äàííîé èíòåðïðåòàöèè â ñëó÷àå
(1) àêñèîìàì A1 è A2 ñîîòâåòñòâóþò èñòèííûå âûñêàçûâàíèÿ: �äëÿ
ëþáîãî x ∈ R : x ≤ x� è �äëÿ ëþáîãî x ∈ R : x ≤ x + 1�. Ïîýòî-
ìó µ(A1) = 1 è µ(A2) = 1, à çíà÷èò, ñèñòåìà M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ
òåîðèè K.

Â ñëó÷àå (2) àêñèîìû A1 è A2 çàäàííîé èíòåðïðåòàöèåé ïåðåâî-
äÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âûñêàçûâàíèÿ �äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ Z óñëî-
âèå x ≤ y âëå÷åò çà ñîáîé x + z ≤ y + z� è �ñóùåñòâóåò x ∈ Z
òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Z : x ≤ y�. Âòîðîå âûñêàçûâàíèå î
íàëè÷èè íàèìåíüøåãî öåëîãî ÷èñëà íåâåðíî. Ïîýòîìó µ(A2) = 0 è,
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî µ(A1) = 1, äàííàÿ ñèñòåìà ìîäåëüþ òåîðèè K
íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèâåäåì òåïåðü ðÿä âàæíûõ ïðèìåðîâ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, à òàêæå óêàæåì, êàêèå ñèñòåìû áóäóò äëÿ íèõ ìîäåëÿìè.

†Ïîïûòàéòåñü ñàìè ïðîâåðèòü ýòîò íå ñîâñåì î÷åâèäíûé òåçèñ.
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ÏÐÈÌÅÐ 3. Òåîðèÿ T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ìîæåò áûòü
çàäàíà êàê òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Åå ñèãíàòóðà � ýòî ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî íóëüàðíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ, êîòîðûå ìû ðàíü-
øå íàçûâàëè ëîãè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Ñîáñòâåííûõ àêñèîì T
íå èìååò. Òàê êàê ôîðìóëû ýòîé òåîðèè íå ñîäåðæàò ïðåäìåòíûõ
ïåðåìåííûõ, îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü â êâàíòîðàõ, è ïîòîìó â îïðå-
äåëåíèè T äîñòàòî÷íî áûëî îãðàíè÷èòüñÿ òðåìÿ ñõåìàìè (A1)�(A3)
ëîãè÷åñêèõ àêñèîì. Ìîäåëüþ òåîðèè T ÿâëÿåòñÿ ëþáîå íåïóñòîå
ìíîæåñòâî ñ çàäàííûìè íà íåì íóëüìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè 0 è 1.

ÏÐÈÌÅÐ 4. Òåîðèÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ � ýòî òåîðèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà áåç ñîáñòâåííûõ àêñèîì, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò
ñ÷åòíûå íàáîðû ñèìâîëîâ ïðåäèêàòîâ ëþáîé àðíîñòè è íå ñîäåð-
æèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Åå ìîäåëè � ýòî ìîäåëè ëîãèêè
ïðåäèêàòîâ äàííîé ñèãíàòóðû, à ôîðìóëû ñóòü ÔËÏ.

ÏÐÈÌÅÐ 5. Òåîðèÿ [ñòðîãî] ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíî-
æåñòâ. Åå ñèãíàòóðà ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ïðåäèêàòíîãî ñèì-
âîëà P (2). Âìåñòî P (2)(x, y) è ¬P (2)(x, y) áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå
ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ x < y è x 6< y ñîîòâåòñòâåííî. Äàííàÿ
òåîðèÿ èìååò äâå ñîáñòâåííûå àêñèîìû:

(à) ∀x(x 6< x) (àêñèîìà àíòèðåôëåêñèâíîñòè);
(á) ∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z −→ x < z) (àêñèîìà òðàíçèòèâíîñòè).

Ìîäåëÿìè äëÿ íåå ÿâëÿþòñÿ [ñòðîãî] ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíî-
æåñòâà.

ÏÐÈÌÅÐ 6. Òåîðèÿ ãðóïï. Åå ñèãíàòóðà èìååò îäèí ïðåäèêàò-
íûé ñèìâîë P (2) è äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà f (0), f (2). Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îáû÷íûìè îáîçíà÷åíèÿìè, ìû áóäåì ïèñàòü t = s âìåñòî
P (2)(t, s), t ·s âìåñòî f (2)(t, s) è ñèìâîë åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e âìå-
ñòî f (0). Òîãäà ñîáñòâåííûå àêñèîìû ýòîé òåîðèè ïðèìóò âèä:

(à) ∀x∀y∀z ((x · y) · z = x · (y · z)) (àêñèîìà àññîöèàòèâíîñòè);
(á) ∀x (e · x = x · e = x) (ñâîéñòâî åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà);
(â) ∀x∃y (y · x = x · y = e) (ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà);
(ã) ∀x (x = x) (ðåôëåêñèâíîñòü ðàâåíñòâà);
(ä) ∀x∀y∀z (x = y ∧ y = z −→ x = z) (òðàíçèòèâíîñòü ðàâåí-

ñòâà);
(å) ∀x∀y (x = y −→ y = x) (ñèììåòðè÷íîñòü ðàâåíñòâà);
(æ) ∀x∀y∀z (x = y −→ z ·x = z ·y∧x ·z = y ·z) (ïîäñòàíîâî÷íîñòü

ðàâåíñòâà).

Ìîäåëÿìè äàííîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû.
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Â äàëüíåéøåì ÷åðåç K ìû âñåãäà áóäåì îáîçíà÷àòü íåêîòîðóþ
òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Îáîáùèì òåïåðü ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ, ââåäåííîå
äëÿ ÔËÏ, íà ôîðìóëû ïðîèçâîëüíîé òåîðèè K. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ôîðìóëà F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò â K èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ,
åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè M òåîðèè K èç òîãî, ÷òî âñå ôîðìóëû èç
Γ èñòèííû íà M, âûòåêàåò, ÷òî è F èñòèííà íà M. Â ýòîì ñëó-
÷àå òàê æå áóäåì ïèñàòü Γ |= F (èëè Γ |=K F , åñëè ìû õîòèì
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î òåîðèè K). Ôîðìóëà F íàçûâàåòñÿ
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé â K, åñëè îíà èñòèííà íà ëþáîé ìîäåëè
òåîðèè K. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî F ëîãè÷åñêè ñëåäóåò â K èç
ïóñòîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë, ò.å. âûïîëíåíî |=K F . Äàííîå ïîíÿòèå
îáîáùàåò ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîé îáùåçíà÷èìîñòè, êîòîðîå ìû ââîäè-
ëè äëÿ ÔËÏ. Èç îïðåäåëåíèÿ ìîäåëè òåîðèè K íåïîñðåäñòâåííî
âèäíî, ÷òî âñå àêñèîìû òåîðèè K ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìû â íåé.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïóíêòà (3) îïðåäåëåíèÿ èñòèííîñòíîãî çíà÷å-
íèÿ ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà F èñòèííà íà ñèñòåìå M òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà âèäà ∀xF èñòèííà íà M. Îòñþ-
äà, íàâåøèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êâàíòîðû îáùíîñòè íà ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå èç F , ïîëó÷àåì, ÷òî F èñòèííà íà M òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå çàìûêàíèå F̄ èñòèííî íà M. Ïîýòîìó ëîãè÷åñêàÿ
îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû F â òåîðèè K ðàâíîñèëüíà ëîãè÷åñêîé
îáùåçíà÷èìîñòè â K ôîðìóëû F̄ .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò íà ïðÿìóþ ñâÿçü ìåæäó
ñèíòàêñè÷åñêèì ïîíÿòèåì âûâîäèìîñòè è ñåìàíòè÷åñêèì ïîíÿòè-
åì ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
òåîðèè K è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà. Òîãäà óñëîâèå Γ `K F âëå-
÷åò çà ñîáîé Γ |=K F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ `K F , ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôîðìóë F1, . . . , Fn òàêàÿ, ÷òî Fn = F è êàæäàÿ ôîðìóëà Fi
åñòü ëèáî àêñèîìà òåîðèè K, ëèáî ãèïîòåçà, ëèáî íåïîñðåäñòâåí-
íîå ñëåäñòâèå ôîðìóë ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè ïî îäíîìó èç ïðàâèë
âûâîäà � ÌÐ èëè ÏÎ. Íàäî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìîäåëè M
òåîðèè K ôîðìóëà F èñòèííà íà M, êàê òîëüêî âñå ãèïîòåçû èç
Γ èñòèííû íà M. Äîêàæåì ýòî èíäóêöèåé ïî äëèíå n âûâîäà F
èç Γ. Ïîñêîëüêó F1 ÿâëÿåòñÿ ëèáî àêñèîìîé (è ïîòîìó ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìîé â K ôîðìóëîé), ëèáî ãèïîòåçîé, ôîðìóëà F1 èñòèí-
íà íà M. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ âñåõ i < n
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è ïðîâåðèì èñòèííîñòü íà M ôîðìóëû Fn. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî
ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà Fn ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî
ÌÐ èëè ÏÎ. Ïóñòü, íàïðèìåð, Fi,Fj

Fn
(MP), ãäå i, j < n è ôîðìó-

ëà Fj èìååò âèä Fi −→ Fn. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ ôîðìóë Fi è Fi −→ Fn â ìîäåëè M
âûïîëíåíî φ(Fi) = 1 è φ(Fi −→ Fn) = 1, à çíà÷èò, âûïîëíåíî è
φ(Fn) = 1, ò.å. ôîðìóëà Fn èñòèííà íà M. Åñëè æå Fi

Fn
(ÏÎ), ãäå

i < n è Fn = ∀xFi, òî èç èñòèííîñòè Fi íà M ñëåäóåò èñòèííîñòü
íà M è ôîðìóëû Fn. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Ïîëàãàÿ â óñëîâèè ïðåäëîæåíèÿ Γ = ∅, ïîëó÷èì

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ëþáàÿ òåîðåìà òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ëîãè÷å-
ñêè îáùåçíà÷èìà: åñëè ` F , òî |= F .

Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K èìååò ìîäåëü â
K, åñëè âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà íåêîòîðîé ìîäåëè òåîðèè K.

Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë òåîðèè K íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì â
K, åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F ýòîé òåîðèè òàêàÿ, ÷òî
Γ `K F è, îäíîâðåìåííî, Γ `K ¬F . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,
÷òî Γ íåïðîòèâîðå÷èâî â K.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âàæíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòè.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÈ. Åñëè ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî íåïðîòèâî-
ðå÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü M
â òåîðèè K. Åñëè áû Γ áûëî ïðîòèâîðå÷èâûì, òî íàøëàñü áû çà-
ìêíóòàÿ ôîðìóëà F â K òàêàÿ, ÷òî Γ `K F è Γ `K ¬F . Îòñþäà, â
ñèëó äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ, âûïîëíÿëîñü áû Γ |=K F è
Γ |=K ¬F . Òîãäà, ïîñêîëüêó ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà ìîäåëè M,
èñòèííûìè íà M äîëæíû áûòü îáå ôîðìóëû F è ¬F . Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå òåîðåìó.

Óñòàíîâëåííàÿ â ýòîì ïàðàãðàôå çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîíÿòèÿ-
ìè âûâîäèìîñòè è ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, ìåæäó
ïîíÿòèÿìè òåîðåìû è ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìîé ôîðìóëû ïîìîãàåò
îïðàâäàòü âûáîð íàáîðà ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà äëÿ
òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ìû ïîëíîñòüþ îáîñíóåì åãî, åñëè äîêà-
æåì, ÷òî â ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà êëàññ òåîðåì ñîâïàäàåò ñ
êëàññîì îáùåçíà÷èìûõ ôîðìóë è, áîëåå òîãî, ïîíÿòèå ëîãè÷åñêîãî
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ñëåäîâàíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì âûâîäèìîñòè. Ýòîìó è ïîñâÿùå-
íû ñëåäóþùèå òðè ïàðàãðàôà.

� 3.3. Òåîðåìà î äåäóêöèè

Òåîðåìà î äåäóêöèè, äîêàçàííàÿ ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì
Æàêîì Ýðáðàíîì â 1930 ãîäó, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ñóùåñòâåííûì øà-
ãîì, ïðèáëèæàþùèì íàñ ê ïîñòàâëåííîé öåëè. Èç ëîãèêè ïðåäèêà-
òîâ (ñì. �2.7) ìû çíàåì, ÷òî óñëîâèå F |= G ðàâíîñèëüíî îáùåçíà-
÷èìîñòè ôîðìóëû F −→ G, ò.å. óñëîâèþ |= F −→ G; çäåñü F �
çàìêíóòàÿ ôîðìóëà. Î÷åâèäíî, ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò ôîðìó-
ëû ëþáîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ, íå÷òî ïîäîáíîå
èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, åñëè çíàê |= ëîãè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ
çàìåíèòü íà çíàê ` âûâîäèìîñòè, à èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F,G � êàêèå-òî ôîðìóëû, ïðè-
÷åì F çàìêíóòà. Òîãäà Γ∪{F} ` G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè Γ ` F −→ G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîâîëüíî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî óñëîâèå
Γ ` F −→ G âëå÷åò çà ñîáîé Γ ∪ {F} ` G. Â ñàìîì äåëå, åñëè
Γ ` F −→ G, òî ñóùåñòâóåò âûâîä F1, . . . , Fn ôîðìóëû F −→ G
èç Γ. Äîáàâèâ ê íåìó äâå íîâûå ôîðìóëû Fn+1 = F è Fn+2 = G,
ïîëó÷èì âûâîä F1, . . . , Fn = F −→ G,Fn+1 = F, Fn+2 = G ôîðìóëû
G èç ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ ∪ {F}; çäåñü Fn+1 � ãèïîòåçà, à Fn+2 �
íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ôîðìóë Fn, Fn+1 ïî ïðàâèëó MP.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ìåíåå òðèâèàëüíî. Ïóñòü Γ ∪ {F} ` G,
ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, . . . , Fn òàêàÿ, ÷òî
Fn = G è äëÿ ëþáîãî i ôîðìóëà Fi åñòü ëèáî àêñèîìà, ëèáî ãè-
ïîòåçà (ò.å. Fi ∈ Γ èëè Fi = F ), ëèáî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå
êàêèõ-òî ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ïî îäíîìó èç ïðàâèë âûâîäà. Äîêà-
æåì èíäóêöèåé ïî i (i = 1, 2, . . . , n), ÷òî Γ ` F −→ Fi.

ÁÀÇÀ ÈÍÄÓÊÖÈÈ: Γ ` F −→ F1. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì îä-
íó èç òðåõ âîçìîæíîñòåé F1 � àêñèîìà èëè F1 ∈ Γ, èëè F1 = F .
Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë F1, F1 −→
(F −→ F1), F −→ F1 ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì F −→ F1 èç Γ; çäåñü
F1 −→ (F −→ F1) åñòü àêñèîìà èç ñõåìû (A1) è F −→ F1 ïîëó÷à-
åòñÿ èç ôîðìóë F1, F1 −→ (F −→ F1) ïî MP. Ïóñòü F1 = F . Òîãäà
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çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà F −→ F áóäåò òåîðåìîé (åå âûâîä àíàëîãè-
÷åí âûâîäó â òåîðèè T ; ñì. ïðèìåð 4 èç �3.1), è ïîòîìó Γ ` F −→ F .

ØÀÃ ÈÍÄÓÊÖÈÈ: ïóñòü äëÿ âñåõ i < k óæå äîêàçàíî
Γ ` F −→ Fi; ïðîâåðèì, ÷òî Γ ` F −→ Fk. Åñëè Fk � àêñèîìà
èëè Fk ∈ Γ, èëè Fk = F , òî âûâîäèìîñòü F −→ Fk èç Γ óñòàíàâëè-
âàåòñÿ òàê æå êàê è â áàçå èíäóêöèè. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü
äâà ñëó÷àÿ: Fi,Fj

Fk
(MP) è Fi

Fk
(ÏÎ), ãäå i, j < k.

Ïóñòü Fi,Fj

Fk
(MP) è Fj = Fi −→ Fk. Òîãäà F −→ Fi, F −→ Fj `

F −→ Fk. Â ñàìîì äåëå, íèæå óêàçàí èñêîìûé âûâîä:
(1) F −→ Fi (ãèïîòåçà)
(2) F −→ (Fi −→ Fk) (ãèïîòåçà)
(3) (F −→ (Fi −→ Fk)) −→ ((F −→ Fi) −→ (F −→ Fk)) (ñõåìà

àêñèîì (A2))
(4) (F −→ Fi) −→ (F −→ Fk) (èç (2), (3) ïî MP)
(5) F −→ Fk (èç (1), (4) ïî MP)
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì Γ ` F −→ Fi è Γ `

F −→ Fj , à ïîñêîëüêó F −→ Fi, F −→ Fj ` F −→ Fk, ïîëó÷àåì
Γ ` F −→ Fk (ñì. ïðåäëîæåíèå èç �3.1 î ñâîéñòâàõ âûâîäèìîñòè).

Ïóñòü Fi

Fk
(ÏÎ) è Fk = ∀xFi. Òîãäà ïîñòðîèì ñíà÷àëà âûâîä

F −→ Fk èç F −→ Fi:
(1) F −→ Fi (ãèïîòåçà)
(2) ∀x(F −→ Fi) (èç (1) ïî ÏÎ)
(3) ∀x(F −→ Fi) −→ (F −→ ∀xFi) (ñõåìà àêñèîì (A4))
(4) F −→ ∀xFi, ò.å. F −→ Fk (èç (2), (3) ïî MP)
Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3) ýòîãî âûâîäà äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ

àêñèîìîé, ò.ê. ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò ñâîáîäíî â F ; ýòî åäèíñòâåí-
íîå ìåñòî â äîêàçàòåëüñòâå, ãäå èñïîëüçóåòñÿ çàìêíóòîñòü ôîðìóëû
F .

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èìååì Γ ` F −→ Fi, è â ñèëó òîãî,
÷òî F −→ Fi ` F −→ Fk, ïîëó÷àåì Γ ` F −→ Fk.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî Γ ` F −→ Fi äëÿ ëþáîãî èíäåêñà i
îò 1 äî n. Ïîëàãàÿ òåïåðü i = n, çàêëþ÷àåì Γ ` F −→ Fn, ò.å.
Γ ` F −→ G. Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü F,G � ôîðìóëû òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïðè÷åì F çàìêíóòà. Òîãäà F ` G â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè ` F −→ G.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òîãî, êàê èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû î äåäóêöèè
çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé íà
âûâîäèìîñòü â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.
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ÏÐÈÌÅÐ 1. Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî

F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî F −→ (G −→ H), G, F ` H. Äëÿ ýòîãî
ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèé âûâîä:

(1) F (ãèïîòåçà)
(2) F −→ (G −→ H) (ãèïîòåçà)
(3) G −→ H (èç (1), (2) ïî MP)
(4) G (ãèïîòåçà)
(5) H (èç (3), (4) ïî MP)

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê óòâåðæäåíèþ F −→ (G −→ H), G, F ` H
òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷àåì F −→ (G −→ H), G ` F −→ H.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Åñëè ôîðìóëà F çàìêíóòà, òî

F −→ G, G −→ H ` F −→ H.

Óêàæåì ïðåæäå âûâîä H èç ôîðìóë F −→ G, G −→ H, F :
(1) F (ãèïîòåçà)
(2) F −→ G (ãèïîòåçà)
(3) G (èç (1), (2) ïî MP)
(4) G −→ H (ãèïîòåçà)
(5) H (èç (3), (4) ïî MP)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì F −→ G, G −→ H, F ` H è, ïî òåîðåìå
î äåäóêöèè, F −→ G, G −→ H ` F −→ H.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Äëÿ ëþáûõ çàìêíóòûõ ôîðìóë F è G ñëåäóþùèå
ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè (â ïðîèçâîëüíîé òåîðèè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà):

(à) ¬¬F −→ F ; (ã) (G −→ F ) −→ (¬F −→ ¬G);
(á) F −→ ¬¬F ; (ä) G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F ));
(â) (¬F −→ ¬G) −→ (G −→ F ); (å) ¬(G −→ F ) −→ ¬F .

(à) Âûâîä òåîðåìû ¬¬F −→ F :

(1) (¬F −→ ¬¬F ) −→ ((¬F −→ ¬F ) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì
(A3))
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(2) ¬F −→ ¬F (ýòî òåîðåìà; ñì. ïðèìåð 4 èç �3.1)
(3) (¬F −→ ¬¬F ) −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 1)
(4) ¬¬F −→ (¬F −→ ¬¬F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(5) ¬¬F −→ F (èç (3), (4) ââèäó ïðèìåðà 2)

(á) Âûâîä òåîðåìû F −→ ¬¬F :
(1) (¬¬¬F −→ ¬F ) −→ ((¬¬¬F −→ F ) −→ ¬¬F ) (ñõåìà

àêñèîì (A3))
(2) ¬¬¬F −→ ¬F (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à), ðàññìîòðåííîìó

âûøå)
(3) (¬¬¬F −→ F ) −→ ¬¬F (èç (1), (2) ïî MP)
(4) F −→ (¬¬¬F −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(5) F −→ ¬¬F (èç (3), (4) ââèäó ïðèìåðà 2)

(â) Âûâîä òåîðåìû (¬F −→ ¬G) −→ (G −→ F ).

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òî ¬F −→ ¬G, G ` F :
(1) ¬F −→ ¬G (ãèïîòåçà)
(2) G (ãèïîòåçà)
(3) (¬F −→ ¬G) −→ ((¬F −→ G) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(4) (¬F −→ G) −→ F (èç (1), (3) ïî MP)
(5) G −→ (¬F −→ G) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(6) G −→ F (èç (4), (5) ââèäó ïðèìåðà 2)
(7) F (èç (2), (6) ïî MP)

Ïðèìåíèâ òåïåðü äâàæäû ê óòâåðæäåíèþ ¬F −→ ¬G, G ` F
òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî ` (¬F −→ ¬G) −→
(G −→ F ).

(ã) Âûâîä òåîðåìû (G −→ F ) −→ (¬F −→ ¬G).

Ïîêàæåì ïðåæäå, ÷òî G −→ F ` ¬F −→ ¬G:
(1) G −→ F (ãèïîòåçà)
(2) ¬¬G −→ G (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à))
(3) ¬¬G −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 2)
(4) F −→ ¬¬F (òåîðåìà ïî ïóíêòó (á))
(5) ¬¬G −→ ¬¬F (èç (3), (4) ââèäó ïðèìåðà 2)
(6) (¬¬G −→ ¬¬F ) −→ (¬F −→ ¬G) (òåîðåìà ïî ïóíêòó (â))
(7) ¬F −→ ¬G (èç (5), (6) ïî MP)

Ïðèìåíèâ ê óòâåðæäåíèþ G −→ F ` ¬F −→ ¬G òåîðåìó î äåäóê-
öèè, ïîëó÷èì òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.

(ä) Âûâîä òåîðåìû G −→ (¬F −→ ¬(G −→ F )).
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Ïî ïðàâèëó MP èìååì G, G −→ F ` F . Äâàæäû ïîëüçóÿñü
òåîðåìîé î äåäóêöèè, ïîëó÷àåì ` G −→ ((G −→ F ) −→ F ). Â ñèëó
ïóíêòà (ã) âûïîëíåíî ` ((G −→ F ) −→ F ) −→ (¬F −→ ¬(G −→
F )). Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïðèìåð 2, çàêëþ÷àåì, ÷òî ` G −→ (¬F −→
¬(G −→ F )).

(å) Âûâîä òåîðåìû ¬(G −→ F ) −→ ¬F :
(1) F −→ (G −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(2) (F −→ (G −→ F )) −→ (¬(G −→ F ) −→ ¬F ) (òåîðåìà ïî

ïóíêòó (ã))
(3) ¬(G −→ F ) −→ ¬F (èç (1), (2) ïî MP)

� 3.4. Îáðàùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâî-

ñòè

Ïðèâîäèìàÿ â ýòîì ïàðàãðàôå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñðåä-
ñòâîì â îáîñíîâàíèè àäåêâàòíîñòè âûáðàííîé íàìè àêñèîìàòèêè â
òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàùåíèå òåî-
ðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåî-
ðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò [ñ÷åòíóþ] ìîäåëü.‡

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà ðÿä ëåìì.

ËÅÌÌÀ 1. Åñëè ôîðìóëû F è G çàìêíóòû, òî
(à) ¬F −→ G, ¬F −→ ¬G ` F ;
(á) G, ¬F ` ¬(G −→ F );
(â) ¬(G −→ F ) ` ¬F ;
(ã) ¬(G −→ F ) ` G.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (à) ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî âûâîäà:

(1) (¬F −→ ¬G) −→ ((¬F −→ G) −→ F ) (ñõåìà àêñèîì (A3))
(2) ¬F −→ G (ãèïîòåçà)
(3) (¬F −→ ¬G) −→ F (èç (1), (2) ââèäó ïðèìåðà 1 ïàðàãðàôà

3.3)
(4) ¬F −→ ¬G (ãèïîòåçà)
(5) F (èç (3), (4) ïî MP)

‡Äëÿ òàê íàçûâàåìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðûå ìû

ðàññìîòðèì â �3.6, ýòà òåîðåìà áóäåò ïåðåôîðìóëèðîâàíà â ñëåãêà ìîäèôèöè-

ðîâàííîì âèäå.
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(á) Â ñèëó ïðèìåðà 3(ä) èç �3.3 èìååì ` G −→ (¬F −→ ¬(G −→
F )). Ïðèìåíèâ äâàæäû òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-
òåëüíî G ` ¬F −→ ¬(G −→ F ) è G,¬F ` ¬(G −→ F ).

(â) Ââèäó ïóíêòà (å) òîãî æå ïðèìåðà âûïîëíåíî
` ¬(G −→ F ) −→ ¬F , îòêóäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè ïîëó-
÷àåì ¬(G −→ F ) ` ¬F .

(ã) Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ¬G,G ` F :
(1) ¬G (ãèïîòåçà)
(2) G (ãèïîòåçà)
(3) G −→ (¬F −→ G) (ñõåìà àêñèîì (A1))
(4) ¬G −→ (¬F −→ ¬G) (ñõåìà àêñèîì ( A1))
(5) ¬F −→ ¬G (èç (1), (4) ïî MP)
(6) ¬F −→ G (èç (2), (3) ïî MP)
(7) F (èç (5), (6) ïî ïóíêòó (à), ðàññìîòðåííîìó âûøå)

Èòàê, èìååì ¬G,G ` F . Îòñþäà ïî òåîðåìå î äåäóêöèè âûïîëíåíî
¬G ` G −→ F è, ñíîâà ïî òîé æå òåîðåìå, ` ¬G −→ (G −→ F ).
Òåïåðü ïîñòðîèì èñêîìûé âûâîä ôîðìóëû G èç ¬(G −→ F ):

(1) ¬G −→ (G −→ F ) (òåîðåìà)
(2) ¬(G −→ F ) (ãèïîòåçà)
(3) (¬G −→ (G −→ F )) −→ (¬(G −→ F ) −→ ¬¬G) (òåîðåìà

ïî ïóíêòó (ã) ïðèìåðà 3 èç �3.3)
(4) ¬¬G −→ G (òåîðåìà ïî ïóíêòó (à) òîãî æå ïðèìåðà)
(5) ¬(G −→ F ) −→ ¬¬G (èç (1), (3) ïî MP)
(6) ¬(G −→ F ) −→ G (èç (4), (5) ââèäó ïðèìåðà 2 ïàðàãðàôà

3.3)
(7) G (èç (2), (6) ïî MP)

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ýòîé òåîðèè. Òîãäà
åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F} ïðîòèâîðå÷èâî, òî Γ ` F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ∪{¬F} ïðîòèâîðå÷èâî, ò.å. ñóùåñòâóåò
çàìêíóòàÿ ôîðìóëà G òàêàÿ, ÷òî Γ ∪ {¬F} ` G è Γ ∪ {¬F} ` ¬G.
Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó î äåäóêöèè, ïîëó÷àåì Γ ` ¬F −→ G è Γ `
¬F −→ ¬G. Îòñþäà è èç óñòàíîâëåííîãî â ïóíêòå (à) ëåììû 1
ñëåäîâàíèÿ ¬F −→ G, ¬F −→ ¬G ` F çàêëþ÷àåì, ÷òî Γ ` F .

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Èç ëåììû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïîëåçíûé
ôàêò: åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë ïðîòèâîðå÷èâî, òî èç íåãî âûâî-
äèòñÿ ëþáàÿ ôîðìóëà (ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ñèíòàêñè÷åñêèé àíà-
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ëîã èçâåñòíîãî íàì òåçèñà î òîì, ÷òî èç ëæè ñëåäóåò âñå, ÷òî óãîä-
íî). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü Γ ïðîòèâîðå÷èâî è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîð-
ìóëà. Òîãäà ïðîòèâîðå÷èâî è ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F̄}, îòêóäà
â ñèëó ëåììû 2 èìååì Γ ` F̄ , ò.ê. ôîðìóëà F̄ çàìêíóòà. Ïîýòîìó,
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðèìåð 1 èç �3.2, ïîëó÷àåì Γ ` F .

Ìíîæåñòâî Γ ôîðìóë ïðîèçâîëüíîé òåîðèè K íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì â K, åñëè Γ `K F èëè Γ `K ¬F äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû
F òåîðèè K. Ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå â ÷åñòü åãî
àâòîðà íîñèò íàçâàíèå ëåììû Ëèíäåíáàóìà.

ËÅÌÌÀ 3. Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåî-
ðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ïîëíîì íåïðîòèâî-
ðå÷èâîì ìíîæåñòâå ôîðìóë ýòîé òåîðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîð-
ìóë òåîðèè K. Ïîñêîëüêó àëôàâèò òåîðèè K ñ÷åòåí, ñ÷åòíûì áóäåò
è ìíîæåñòâî âñåõ åå âûðàæåíèé. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåíóìåðî-
âàòü âñå çàìêíóòûå ôîðìóëû â K; ïóñòü F1, F2, . . . � êàêîé-íèáóäü
èõ ïåðåñ÷åò. Ñëåäóþùèì îáðàçîì îïðåäåëèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü Γ0,Γ1,Γ2, . . . ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç ôîðìóë òåîðèè K. Ñ÷è-
òàåì Γ0 = Γ. Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ìíîæåñòâî Γn (n ≥ 0) îïðå-
äåëåíî. Òîãäà ïîëàãàåì Γn+1 = Γn ∪ {Fn+1}, åñëè Γn 6` ¬Fn+1, è
Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1}, åñëè Γn 6` Fn+1 (çàìåòèì, ÷òî êîððåêòíîñòü
ïîøàãîâîãî ïîñòðîåíèÿ Γn+1 ïî ìíîæåñòâó ôîðìóë Γn âûòåêàåò
èç íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γn, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿ íèæå; åñëè ïðè ýòîì
âûïîëíåíî îäíîâðåìåííî êàê Γn 6` ¬Fn+1, òàê è Γn 6` Fn+1, òî âû-
áèðàåì ëþáóþ èç äâóõ âîçìîæíîñòåé). Ïîëîæèì Γ∞ =

⋃
n Γn. Ïî

ïîñòðîåíèþ, Γ∞ ⊇ Γ è äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F òåîðèè
K èìååì Γ∞ ` F èëè Γ∞ ` ¬F , ò.å. ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ∞ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëíûì. Äåéñòâèòåëüíî, F = Fn+1 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëü-
íîãî n è ëèáî Γ∞ ⊇ Γn+1 ⊇ {Fn+1}, ëèáî Γ∞ ⊇ Γn+1 ⊇ {¬Fn+1}.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ∞ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Γn, ò.ê. âñÿêèé âûâîä
ïðîòèâîðå÷èÿ èç Γ∞ èñïîëüçóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ãèïîòåç è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ âûâîäîì ïðîòèâîðå÷èÿ óæå èç íåêîòîðî-
ãî ìíîæåñòâà Γn. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ìíîæåñòâà ôîðìóë Γn äî-
êàæåì èíäóêöèåé ïî íîìåðó n. Ïî óñëîâèþ, ìíîæåñòâî Γ0 = Γ
íåïðîòèâîðå÷èâî. Äîïóñòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Γn íåïðîòèâîðå÷èâî è
ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ, îäèí èç êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî èìååò ìåñòî.

Ñëó÷àé 1: Γn 6` Fn+1. Òîãäà â ñèëó ëåììû 2 ìíîæåñòâî ôîðìóë
Γn+1 = Γn ∪ {¬Fn+1} íåïðîòèâîðå÷èâî.
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Ñëó÷àé 2: Γn 6` ¬Fn+1. Òîãäà ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn ∪{¬¬Fn+1}
íåïðîòèâîðå÷èâî â ñèëó òîé æå ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó
¬¬Fn+1 ` Fn+1 (ñì. ïðèìåð 3(à) èç �3.3), íåïðîòèâîðå÷èâûì áóäåò
è ìíîæåñòâî ôîðìóë Γn+1 = Γn ∪ {Fn+1}.

Èòàê, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn âëå÷åò çà ñîáîé íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòü Γn+1. Îòñþäà âûòåêàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü âñåõ ôîðìóë Γn,
à ïîòîìó è ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ∞ =

⋃
n Γn. Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü òåîðèÿ K′ ïîëó÷åíà èç K äîáàâëåíèåì ê ñèãíàòóðå Σ(K)
íîâûõ ñèìâîëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî K′ ÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåíèåì òåîðèè K.

Íàçîâåì âñÿêèé òåðì çàìêíóòûì, åñëè îí íå ñîäåðæèò ïðåäìåò-
íûõ ïåðåìåííûõ. Î÷åâèäíî, íóëüàðíûå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû
ñóòü çàìêíóòûå òåðìû.

ËÅÌÌÀ 4. Äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ôîð-
ìóë òåîðèè K ñóùåñòâóåò íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî Γ′ ôîð-
ìóë ðàñøèðåíèÿ K′ òåîðèè K, ñîäåðæàùåå Γ è òàêîå, ÷òî åñëè
Γ `K ¬∀xF (x), ãäå x � åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â F (x),
òî â Γ′ íàéäåòñÿ ôîðìóëà âèäà ¬F (t), ãäå t � íåêîòîðûé çàìêíó-
òûé òåðì òåîðèè K′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F1(x1), F2(x2), . . . � êàêîé-íèáóäü ïåðå-
ñ÷åò âñåõ ôîðìóë òåîðèè K, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå îäíîé ñâîáîä-
íîé ïåðåìåííîé è òàêèõ, ÷òî ôîðìóëû ¬∀x1F1(x1),¬∀x2F2(x2), . . .
âûâîäÿòñÿ èç Γ. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t1, t2, . . . íóëüàð-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû tk 6∈
Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tk−1} íè ïðè êàêîì k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
K′ (ñîîòâåòñòâåííî Kn) ðàñøèðåíèå òåîðèè K, äëÿ êîòîðî-
ãî Σ(K′) = Σ(K) ∪ {t1, t2, . . .} (ñîîòâåòñòâåííî Σ(Kn) =
Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}), à ÷åðåç Γ′ (ñîîòâåòñòâåííî Γn) � ìíî-
æåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F1(t1),¬F2(t2), . . .} (ñîîòâåòñòâåííî Γ ∪
{¬F1(t1),¬F2(t2), . . . ,¬Fn(tn)}); ïðè ýòîì ñ÷èòàåìK0 = K è Γ0 = Γ.
Ïîêàæåì, ÷òî Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî â K′. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó î÷å-
âèäíûõ ðàâåíñòâ Γ′ =

⋃
n Γn è Σ(K′) =

⋃
n Σ(Kn) äîñòàòî÷íî óñòà-

íîâèòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γn â ðàñ-
øèðåíèè Kn. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïî óñëîâèþ ìíîæåñòâî
Γ0 = Γ íåïðîòèâîðå÷èâî â K0 = K. Ïóñòü äîêàçàíà íåïðîòè-
âîðå÷èâîñòü Γn â Kn è äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ìíîæåñòâî
ôîðìóë Γn+1 ïðîòèâîðå÷èâî â Kn+1. Òîãäà, ïîñêîëüêó Γn+1 =
Γn ∪ {¬Fn+1(tn+1)} è ôîðìóëà Fn+1(tn+1) çàìêíóòà, ïðèìåíåíèå
ëåììû 2 äàåò Γn `Kn+1

Fn+1(tn+1). Çàìåíèì òåïåðü â ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòè ôîðìóë, ÿâëÿþùåéñÿ âûâîäîì Fn+1(tn+1) èç Γn â òåî-
ðèè Kn+1, êàæäîå âõîæäåíèå ñèìâîëà tn+1 ïåðåìåííîé xn+1. Òàê
êàê tn+1 6∈ Σ(K) ∪ {t1, t2, . . . , tn}, ìû ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ôîðìóë, êîòîðàÿ áóäåò âûâîäîì Fn+1(xn+1) èç Γn
â òåîðèè Kn. Òàêèì îáðàçîì, áóäåì èìåòü Γn `Kn Fn+1(xn+1) è,
ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî îáîáùåíèÿ, Γn `Kn ∀xn+1Fn+1(xn+1). Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, èìååì Γn `Kn

¬∀xn+1Fn+1(xn+1), ò.ê. Γn ⊇ Γ è
Γ `K ¬∀xn+1Fn+1(xn+1). Íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ìíî-
æåñòâî ôîðìóë Γn íåïðîòèâîðå÷èâî. Èòàê, ìû äîêàçàëè äëÿ ëþáî-
ãî n íåïðîòèâîðå÷èâîñòü Γn â òåîðèè Kn, à ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòü Γ′ â òåîðèè K′. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë
Γ′ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî îíî ïîä÷èíÿåòñÿ óêàçàííîìó â
ëåììå óñëîâèþ.

ËÅÌÌÀ 5. Äëÿ ëþáîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî ìíîæåñòâà Γ ôîð-
ìóë òåîðèè K ñóùåñòâóåò ïîëíîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî
Γ′ ôîðìóë ðàñøèðåíèÿ K′ òåîðèè K, ñîäåðæàùåå Γ è òàêîå, ÷òî
åñëè Γ′ `K′ ¬∀xF (x), ãäå x � åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ
â F (x), òî â Γ′ íàéäåòñÿ ôîðìóëà âèäà ¬F (t), ãäå t � íåêîòîðûé
çàìêíóòûé òåðì òåîðèè K′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ ïîî÷åð�åäíî ëåììû 3 è 4, ïîñòðîèì
âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ = Γ0 ⊆ Φ1 ⊆
Γ1 ⊆ Φ2 ⊆ . . . ìíîæåñòâ ôîðìóë è âîçðàñòàþùóþ ïî âêëþ÷åíèþ
ñèãíàòóð ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K = K0,K1,K2, . . . òåîðèé, îáëàäàþ-
ùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: äëÿ âñÿêîãî n ≥ 1 ìíîæåñòâà ôîð-
ìóë Γn è Φn íåïðîòèâîðå÷èâû â Kn, ïðè÷åì Γn � ïîëíîå â Kn
ìíîæåñòâî, è åñëè Γn−1 `Kn−1

¬∀xF (x), ãäå F (x) ñîäåðæèò íå
áîëåå îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, òî â Φn ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
âèäà ¬F (t) äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà t èç Kn. Ïîëîæèì
Γ′ =

⋃
n Γn =

⋃
n Φn, à â êà÷åñòâå K′ âîçüìåì ðàñøèðåíèå òåîðèè

K òàêîå, ÷òî Σ(K′) =
⋃
n Σ(Kn). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæå-

ñòâî ôîðìóë Γ′ è òåîðèÿ K′ óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì â óñëîâèè
ëåììû òðåáîâàíèÿì.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ. Ïóñòü Γ � íåïðîòèâîðå÷èâîå
ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè K. Ìû õîòèì óêàçàòü ìîäåëü òåîðèè K,
íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ. ßñíî, ÷òî òàêóþ ìîäåëü äî-
ñòàòî÷íî ïîñòðîèòü äëÿ ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′, ñóùåñòâîâàíèå êîòî-
ðîãî ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè â íåêîòîðîì ðàñøèðåíèè K′ òåîðèè K
îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 5. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà èñêîìîé
ìîäåëè ìû âîçüìåì ìíîæåñòâî M âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåîðèè
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K′. Êàæäîìó ôóíêöèîíàëüíîìó ñèìâîëó f (n) ∈ Σ(K′) â M ñîîò-
âåòñòâóåò îïåðàöèÿ fn, âû÷èñëÿþùàÿ ïî ëþáûì t1, t2, . . . , tn ∈ M
ýëåìåíò f (n)(t1, t2, . . . , tn) ∈ M ; ïðè n = 0 ñèìâîëó f (0) ñîîòâåò-
ñòâóåò âûäåëåííûé ýëåìåíò f (0) ∈ M . Êàæäûé ïðåäèêàòíûé ñèì-
âîë P (n) ∈ Σ(K′) èíòåðïðåòèðóåòñÿ â M ïðåäèêàòîì Pn, êîòîðûé
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ t1, t2, . . . , tn ∈M âû-
ïîëíåíî:

Pn(t1, t2, . . . , tn) =

{
1, åñëè Γ′ ` P (n)(t1, t2, . . . , tn),
0, åñëè Γ′ 6` P (n)(t1, t2, . . . , tn).

(∗)

Ìíîæåñòâî M ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòàìè îáðàçó-
åò àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó M ñèãíàòóðû Σ(K′). ×òîáû äîêàçàòü,
÷òî M ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ K′, íà êîòîðîé èñòèííà âñÿêàÿ ôîðìó-
ëà èç Γ′, äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà
F òåîðèè K′ èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Γ′ ` F â
òåîðèè K′. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê
è êâàíòîðîâ â F . Åñëè F åñòü çàìêíóòàÿ àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (∗), îíà èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Γ′ ` F . Äîïóñòèì äàëåå, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ
çàìêíóòûõ ôîðìóë ñ ìåíüøèì, ÷åì ó F , ÷èñëîì ñâÿçîê è êâàíòî-
ðîâ. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: F = ¬G. Åñëè F èñòèííà â M, òî G ëîæíà â M è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè Γ′ 6` G. Òàê êàê Γ′

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â K′ ìíîæåñòâîì ôîðìóë è G çàìêíóòà, èìååì
Γ′ ` ¬G, ò.å. Γ′ ` F . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè F ëîæíà â M, òî
G èñòèííà â M, è òîãäà Γ′ ` G, à ïîñêîëüêó Γ′ íåïðîòèâîðå÷èâî,
ïîëó÷àåì Γ′ 6` ¬G, ò.å. Γ′ 6` F .

Ñëó÷àé 2: F = G −→ H. Èç çàìêíóòîñòè F âûòåêàåò çà-
ìêíóòîñòü ôîðìóë G è H. Åñëè F ëîæíà â M, òî G èñòèííà
è H ëîæíà â M. Òîãäà ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
Γ′ ` G è Γ′ 6` H. Èç ïîëíîòû Γ′ èìååì Γ′ ` ¬H. Ïîýòîìó ââè-
äó òîãî, ÷òî G, ¬H ` ¬(G −→ H) ïî ëåììå 1(á), ñïðàâåäëèâî
Γ′ ` ¬(G −→ H), ò.å. Γ′ ` ¬F è, â ñèëó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ′,
èìååì Γ′ 6` F . Îáðàòíî, åñëè Γ′ 6` F , òî èç ïîëíîòû Γ′ ïîëó÷àåì
Γ′ ` ¬F , ò.å. Γ′ ` ¬(G −→ H). Òîãäà, ïîñêîëüêó ¬(G −→ H) ` G
è ¬(G −→ H) ` ¬H ïî ëåììå 1(â,ã), èìååì Γ′ ` G, Γ′ ` ¬H è,
ââèäó íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ′, âûïîëíåíî Γ′ 6` H. Îòñþäà, ó÷èòû-
âàÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, äåëàåì âûâîä, ÷òî G èñòèííà, à H
ëîæíà â M, è çíà÷èò, ôîðìóëà F = G −→ H òàêæå ëîæíà â M.
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Ñëó÷àé 3: F = ∀xG. Åñëè x íå âõîäèò ñâîáîäíî â G, ò.å. G çà-
ìêíóòà, òî F èñòèííà â M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â M èñòèííà
G. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò ôàêò, ÷òî Γ′ ` F òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà Γ′ ` G, ïîëó÷àåì èíòåðåñóþùåå íàñ óòâåðæäåíèå äëÿ
F èç ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ î G. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì,
÷òî G = G(x), ãäå x � åäèíñòâåííàÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ â G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F èñòèííà âM è òåì íå ìåíåå Γ′ 6` F . Â ñèëó
ïîëíîòû Γ′ èìååì Γ′ ` ¬F , ò.å. Γ′ ` ¬∀xG(x). Îòñþäà ïî èçâåñòíîìó
ñâîéñòâó ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ′ âûòåêàåò íàëè÷èå çàìêíóòîãî òåðìà
t òåîðèè K′, äëÿ êîòîðîãî ¬G(t) ∈ Γ′ è, â ÷àñòíîñòè, Γ′ ` ¬G(t).
Òàê êàê ôîðìóëà F = ∀xG(x) èñòèííà â M, òî èñòèííà â M è
ôîðìóëà G(t), îòêóäà ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîëó÷àåì
Γ′ ` G(t). Íî ýòîãî áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó Γ′ ` ¬G(t), à Γ′

íåïðîòèâîðå÷èâî. Èòàê, èç èñòèííîñòè F â M ñëåäóåò Γ′ ` F .

Îáðàòíî, äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî Γ′ ` F è âìåñòå ñ òåì F ëîæ-
íà â M. Èç ëîæíîñòè ôîðìóëû ∀xG(x) â M è èç îïðåäåëåíèÿ îñ-
íîâíîãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû M êàê ìíîæåñòâà M âñåõ çàìêíóòûõ
òåðìîâ òåîðèè K′ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî òåðìà
t èç K′ ôîðìóëà G(t) ëîæíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì ïî óñëîâèþ
Γ′ ` ∀xG(x). Ó÷èòûâàÿ àêñèîìó (A5) ∀xG(x) −→ G(t), ïîëó÷àåì
∀xG(x) ` G(t) è, ñëåäîâàòåëüíî, Γ′ ` G(t). Ïîýòîìó â ñèëó èíäóê-
òèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ôîðìóëà G(t) äîëæíà áûòü èñòèííîé â M,
à ýòî íå òàê. Äàííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå Γ′ ` F
âëå÷åò çà ñîáîé èñòèííîñòü ôîðìóëû F â ñèñòåìå M.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F
èç K′ èñòèííà â M â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ′ ` F . Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ôîðìóëó G èç Γ′. Ñîãëàñíî ïðèìåðó
1 èç �3.2 èìååì Γ′ ` Ḡ, ãäå Ḡ � çàìûêàíèå G. Ïî äîêàçàííîìó âûøå
ôîðìóëà Ḡ èñòèííà â M, à çíà÷èò è ôîðìóëà G èñòèííà â M. Àíà-
ëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ àêñèîìà òåîðèè K′ èñòèííà â M,
ò.å. ñèñòåìàM ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äëÿ K′. Îòñþäà, ïîñêîëüêó Γ′ ⊇ Γ
è K′ åñòü ðàñøèðåíèå òåîðèè K, ïîëó÷àåì, ÷òî M � ìîäåëü òåîðèè
K, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
M ñ÷åòíà, òàê êàê ñ÷åòíî ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ òåðìîâ òåî-
ðèè K′, ÿâëÿþùååñÿ ïî ïîñòðîåíèþ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì äëÿ M.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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� 3.5. Òåîðåìû îá àäåêâàòíîñòè, ïîëíîòå è êîì-

ïàêòíîñòè. Òåîðåìà Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ðàâíîïðàâíîñòü ñèíòàêñè÷å-
ñêîãî ïîíÿòèÿ âûâîäèìîñòè è ñåìàíòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ëîãè÷åñêîãî
ñëåäîâàíèÿ.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÎÁ ÀÄÅÊÂÀÒÍÎÑÒÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîð-
ìóëà. Òîãäà Γ ` F â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè Γ |= F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â �3.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå Γ ` F âëå÷åò
çà ñîáîé Γ |= F . Îáðàòíî, ïóñòü Γ |= F . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé
ìîäåëèM äàííîé òåîðèè èç òîãî, ÷òî âñå ôîðìóëû èç Γ èñòèííû íà
M, ñëåäóåò èñòèííîñòü íà M ôîðìóëû F , à ïîòîìó è åå çàìûêàíèÿ
F̄ . Òîãäà ôîðìóëû èç ìíîæåñòâà Γ ∪ {¬F̄} íå ìîãóò áûòü îäíîâðå-
ìåííî èñòèííûìè íè íà êàêîé ìîäåëè. Îòñþäà ââèäó äîêàçàííîé
íàìè òåîðåìû, ÿâëÿþùåéñÿ îáðàùåíèåì òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ ∪ {¬F̄} ïðîòèâîðå÷èâî.
Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 2 èç �3.4 èìååì Γ ` F̄ , òàê êàê ôîðìóëà F̄
çàìêíóòà. Îñòàëîñü âñïîìíèòü, ÷òî èç óñëîâèÿΓ ` F̄ ñëåäóåò Γ ` F .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëàãàÿ â òåîðåìå îá àäåêâàòíîñòè Γ = ∅, ïîëó÷àåì ðàâíîïðàâ-
íîñòü óñëîâèé ` F è |= F . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÎËÍÎÒÅ. Âî âñÿêîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
òåîðåìàìè ÿâëÿþòñÿ âñå òå è òîëüêî òå ôîðìóëû, êîòîðûå ëî-
ãè÷åñêè îáùåçíà÷èìû.

Ýòà òåîðåìà âïåðâûå áûëà äîêàçàíà àâñòðèéñêèì ìàòåìàòèêîì
Êóðòîì Ã�åäåëåì â 1930 ãîäó äëÿ êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ òåîðèè èñ-
÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Ñóòü åå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óêàçàííûõ
ïÿòè ñõåì ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è äâóõ ïðàâèë âûâîäà � modus ponens
è ïðàâèëà îáîáùåíèÿ � âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû êàæäàÿ
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìàÿ ôîðìóëà â òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà áûëà
âûâîäèìà. Â ýòîì ñìûñëå ñïèñîê ëîãè÷åñêèõ àêñèîì è ïðàâèë âûâî-
äà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Òàê êàê â òåîðèè T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé
ëîãè÷åñêè îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû � ýòî â òî÷íîñòè òàâòîëîãèè, ïî-
ëó÷àåì
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé êëàññ òåî-
ðåì ñîâïàäàåò ñ êëàññîì òàâòîëîãèé.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ñëåäñòâèÿ ðàçâèòîé íàìè òåõíèêè îòìåòèì
òåîðåìó î êîìïàêòíîñòè, äîêàçàííóþ â ïîëíîé îáùíîñòè â 1936
ãîäó ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Àíàòîëèåì Èâàíîâè÷åì Ìàëüöåâûì.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÊÎÌÏÀÊÒÍÎÑÒÈ. Ïóñòü Γ � íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà è F � ïðîèçâîëüíàÿ ôîð-
ìóëà. Òîãäà Γ |= F â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ∆ |= F äëÿ
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà ∆ ìíîæåñòâà Γ.

Â ñàìîì äåëå, çàìåíèâ â äàííîì óòâåðæäåíèè çíàê |= ëîãè÷å-
ñêîãî ñëåäîâàíèÿ çíàêîì ` âûâîäèìîñòè, ìû ïîëó÷èì ââèäó òåîðå-
ìû îá àäåêâàòíîñòè ðàâíîñèëüíîå åìó óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, êàê
èçâåñòíî, ñïðàâåäëèâî (ñì. ïðåäëîæåíèå î ñâîéñòâàõ âûâîäèìîñòè,
äîêàçàííîå â �3.1).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè F � ëîãè÷åñêè ïðîòèâîðå÷èâàÿ ôîðìóëà (ò.å.
îíà ëîæíà ïðè ëþáîé èíòåðïðåòàöèè), òî óñëîâèå Γ |= F ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî Γ íå èìååò [ñ÷åòíîé] ìîäåëè. Îòñþäà è èç òåîðåìû
î êîìïàêòíîñòè ëåãêî âûòåêàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà
èìååò [ñ÷åòíóþ] ìîäåëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå åãî
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èìååò ìîäåëü.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî òåîðåìå î
êîìïàêòíîñòè è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åå ìîäèôèêàöèé. Òåðìèí �êîì-
ïàêòíîñòü� çàèìñòâîâàí èç òîïîëîãèè; åãî èñïîëüçîâàíèå îáúÿñíÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïóñòü E � ìíîæåñòâî âñåõ ñ÷åò-
íûõ ìîäåëåé òåîðèè K ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîäìíîæåñòâî U ìíîæå-
ñòâà E íàçîâåì çàìêíóòûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ∆ ôîð-
ìóë òåîðèè K âûïîëíåíî M ∈ U òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
ôîðìóëû èç ∆ èñòèííû íà M. Ìíîæåñòâî E âìåñòå ñ ñèñòåìîé
âñåõ ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ îáðàçóåò òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâà-
åòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: ïóñòü
{Uλ}λ∈Λ � ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òàêàÿ, ÷òî
Uλ1 ∩ · · · ∩ Uλk

6= ∅ äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî íàáîðà λ1, . . . , λk ∈ Λ;
òîãäà

⋂
λ∈Λ Uλ 6= ∅. Èç òåîðåìû Ìàëüöåâà î êîìïàêòíîñòè âû-

òåêàåò êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìîäåëåé E . Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Uλ ìîäåëåé òåîðèè K îáîçíà÷èì
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÷åðåç ∆λ ìíîæåñòâî ôîðìóë, åãî îïðåäåëÿþùåå. Òîãäà óñëîâèå
Uλ1
∩ · · · ∩ Uλk

6= ∅ ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë
∆λ1
∪· · ·∪ ∆λk

èìååò ìîäåëü â K. Ïîýòîìó, åñëè ïåðåñå÷åíèå âñÿêî-
ãî êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èç {Uλ}λ∈Λ íåïóñòî,
òî ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ôîðìóë Γ =

⋃
λ∈Λ ∆λ

èìååò ìîäåëü â K. Îòñþäà â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæå-
ñòâî Γ ñàìî èìååò â K ïîäõîäÿùóþ ñ÷åòíóþ ìîäåëü M. ßñíî, ÷òî
òîãäà M ∈

⋂
λ∈Λ Uλ è, ñëåäîâàòåëüíî,

⋂
λ∈Λ Uλ 6= ∅. Êîìïàêòíîñòü

ïðîñòðàíñòâà E ìîäåëåé òåîðèè K óñòàíîâëåíà.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì îäíî èç ìíîãî÷èñëåí-
íûõ ïðèëîæåíèé òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì. Â çàêëþ÷åíèå æå äàííîãî ïàðàãðàôà â êà÷å-
ñòâå åùå îäíîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è èç
åå îáðàùåíèÿ îòìåòèì òàêîå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå:

ÒÅÎÐÅÌÀ Ë�ÅÂÅÍÃÅÉÌÀ-ÑÊÎËÅÌÀ (1915, 1919). Åñëè ìíî-
æåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî
èìååò è ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò ìîäåëü â òåî-
ðèè K, òî Γ íåïðîòèâîðå÷èâî â K (ñì. �3.2). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó
îáðàùåíèÿ òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè Γ èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü.

Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåäëèâî è áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêà-
çàòåëüñòâî êîòîðîãî ìû îïóñêàåì (åãî òàêæå íàçûâàþò èíîãäà òåî-
ðåìîé Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà): åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà èìååò ìîäåëü, òî îíî èìååò ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷-
íîé ìîùíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü òðåáîâàíèå áåñêîíå÷íîñòè ìî-
äåëè ñóùåñòâåííî ââèäó ïðèìåðà 5 èç �2.3. Êàê ìû óâèäèì, äëÿ
òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû
áóäåò âûãëÿäåòü íåñêîëüêî èíà÷å.

� 3.6. Òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì

Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñèãíàòóðà êîòîðîé ñîäåðæèò
äâóõìåñòíûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë E(2). Áóäåì ñîêðàùåííî ïèñàòü
t = s âìåñòî E(2)(t, s) è t 6= s âìåñòî ¬E(2)(t, s). Òåîðèÿ K íà-
çûâàåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, åñëè ñëåäóþùèå
ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè K:

(1) ∀x(x = x) (ðåôëåêñèâíîñòü ðàâåíñòâà);
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(2) ∀x∀y(x = y −→ y = x) (ñèììåòðè÷íîñòü ðàâåíñòâà);
(3) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z) (òðàíçèòèâíîñòü ðàâåí-

ñòâà);
(4) ∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn(x1 = y1 ∧ · · · ∧ xn = yn ∧ F (x1, . . . , xn)
−→ F (y1, . . . , yn)) (ïîäñòàíîâî÷íîñòü ðàâåíñòâà);

çäåñü F (x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà â K.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ìîæ-

íî ïðèâåñòè èçâåñòíûå íàì óæå òåîðèè ãðóïï è ïîëóãðóïï, à òàêæå
ñëåäóþùèå òåîðèè, âñòðå÷àþùèåñÿ â êóðñå îáùåé àëãåáðû.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Òåîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Åå ñèãíàòóðà èìååò îäèí
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è äâà ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: + (äâóõ-
ìåñòíûé) è 0 (íóëüìåñòíûé). Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à) ∀x∀y∀z(x+ (y + z) (ä) ∀x(x = x);
= (x+ y) + z); (å) ∀x∀y(x = y −→ y = x);

(á) ∀x(x+ 0 = x); (æ) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z;
(â) ∀x∃y(x+ y = 0); (ç) ∀x∀y∀z(x = y −→ x+ z = y + z).
(ã) ∀x∀y(x+ y = y + x);

ÏÐÈÌÅÐ 2. Òåîðèÿ ïîëåé. Åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò îäèí ïðåäè-
êàòíûé ñèìâîë = è ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: äâóõìåñòíûå
+ è ·, íóëüìåñòíûå 0 è 1. Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à)�(ç) èç ïðèìåðà 1; (ë)∀x∀y(x · y = y · x);
(è) ∀x∀y∀z(x · (y · z) = (x · y) · z); (ì) ∀x(x · 1 = x);
(ê) ∀x∀y∀z(x · (y + z) = x · y + x · z); (í) ∀x(x 6= 0 −→ ∃y(x · y = 1)).

Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (à)�(ì) îïðåäåëÿþò òåîðèþ êîììóòà-
òèâíûõ àññîöèàòèâíûõ êîëåö ñ åäèíèöåé.

Äëÿ âñÿêîé ìîäåëè òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà K ñ ðàâåíñòâîì îò-
íîøåíèå E, ñîîòâåòñòâóþùåå â ýòîé ìîäåëè ïðåäèêàòíîìó ñèìâîëó
=, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Åñëè íà îñíîâíîì ìíî-
æåñòâå íåêîòîðîé ìîäåëè ýòî îòíîøåíèå E îêàçûâàåòñÿ îòíîøåíè-
åì òîæäåñòâà, òî òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé.

Â ñèëó îòìå÷åííîé âûøå òåîðåìû (4) ïîäñòàíîâî÷íîñòè ðà-
âåíñòâà îòíîøåíèå E ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì â ìîäåëè îòíîñèòåëüíî
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîíãðóýíöèåé íà
äàííîé ìîäåëè. Ïîýòîìó âñÿêîé ìîäåëè M òåîðèè K ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü íåêîòîðóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü M′ òåîðèè K. Äëÿ ýòîãî â
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êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ′ íîâîé ìîäåëè M′ âîçüìåì ìíî-
æåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè, îïðåäåëÿåìûõ îòíîøåíèåì E íà
îñíîâíîì ìíîæåñòâå M ìîäåëè M. Êàæäîé îïåðàöèè f è êàæäîìó
ïðåäèêàòó P , äåéñòâóþùèì íà M , åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîñòàâèì
â ñîîòâåòñòâèå îïåðàöèþ f∗ è ïðåäèêàò P ∗ íà ôàêòîð-ìíîæåñòâå
M ′:

f∗(ā1, . . . , ān) = f(a1, . . . , an) è P ∗(ā1, . . . , ān) = 1⇐⇒
P (a1, . . . , an) = 1;

çäåñü ā � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò a. Ýòî îïðå-
äåëåíèå îïåðàöèé è ïðåäèêàòîâ íà M ′ íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåä-
ñòàâèòåëåé a1, . . . , an ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ìíîæåñòâî M ′ ñ òàê çàäàííûìè íå íåì îïåðàöèÿìè è ïðåäèêàòà-
ìè îáðàçóåò ñèñòåìó M′; îíà íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ñèñòåìîé àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñèñòåìû M ïî êîíãðóýíöèè E. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî âñÿ-
êàÿ ôîðìóëà, èñòèííàÿ íà M, áóäåò èñòèííà è íà M′, à ïîñêîëü-
êó M åñòü ìîäåëü K, ìîäåëüþ òåîðèè K áóäåò è ñèñòåìà M′. Èç
ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ ā, b̄ ∈ M ′ âûïîëíåíî
(a, b) ∈ E ⇐⇒ ā = b̄ è, ñëåäîâàòåëüíî, M′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü
òåîðèè K.

Äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ôîðìóëèðîâêè íåêî-
òîðûõ òåîðåì, äîêàçàííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìîæíî ìî-
äèôèöèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå íîðìàëüíîé ìîäåëè. Òàê, îáðà-
ùåíèå òåîðåìû î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

Âñÿêîå íåïðîòèâîðå÷èâîå ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èìååò êîíå÷íóþ èëè ñ÷åòíóþ íîðìàëüíóþ
ìîäåëü.

Äåéñòâèòåëüíî, ìû çíàåì, ÷òî ëþáîå òàêîå ìíîæåñòâî ôîðìóë
èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü. Î÷åâèäíî, ÷òî ôàêòîðèçàöèÿ ýòîé ìîäåëè
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êîíãðóýíöèè ïðèâîäèò ê íîðìàëüíîé êîíå÷íîé
èëè ñ÷åòíîé ìîäåëè.

Òåîðåìà Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà áóäåò èìåòü òàêîé âèä:

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì
èìååò áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü, òî îíî èìååò è ñ÷åòíóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ìíîæåñòâî ôîðìóë Γ èìååò áåñêîíå÷íóþ
íîðìàëüíóþ ìîäåëü M â òåîðèè K ñ ðàâåíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
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K′ òåîðèþ, ïîëó÷àþùóþñÿ èç K äîáàâëåíèåì ñïèñêà (∗) ñîáñòâåí-
íûõ àêñèîì:

∃x1 . . . ∃xn(x1 6= x2 ∧ x1 6= x3 ∧ · · ·xn−1 6= xn),

ãäå n = 2, 3, . . .. Òàê êàê M áåñêîíå÷íà, îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ è
òåîðèè K′. Òîãäà, êàê èçâåñòíî, Γ èìååò ñ÷åòíóþ ìîäåëü M′ â K′.
Ïóñòü M′′ � íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, ïîëó÷åííàÿ èç ìîäåëè M′ îïèñàí-
íûì âûøå ñïîñîáîì. Ïîñêîëüêó M′′ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (∗),
îíà íå ìîæåò áûòü êîíå÷íîé. Ñëåäîâàòåëüíî, M′′ � èñêîìàÿ ñ÷åò-
íàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäåëü, íà êîòîðîé èñòèííû âñå ôîðìóëû èç Γ.

Óñèëåííàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà äëÿ
òåîðèé ñ ðàâåíñòâîì ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä (ñîîòâåòñòâóþùåå äî-
êàçàòåëüñòâî òðåáóåò ÷óòü áîëåå ñëîæíûõ ðàññóæäåíèé):

Åñëè ìíîæåñòâî ôîðìóë òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì
èìååò áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü, òî îíî èìååò è íîðìàëü-
íóþ ìîäåëü ëþáîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì ïîä ìî-
äåëüþ, êàê ïðàâèëî, ïðèíÿòî ïîíèìàòü òî, ÷òî ìû íàçûâàåì íîð-
ìàëüíîé ìîäåëüþ.

Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ïàðàãðàôà ïîêàæåì, êàê òåîðåìà î êîì-
ïàêòíîñòè À. È. Ìàëüöåâà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òàê íà-
çûâàåìûõ ëîêàëüíûõ òåîðåì â àëãåáðå (ôîðìóëèðóåìûõ äëÿ òåî-
ðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì).

ÏÐÈÌÅÐ. Äîêàçàòü, ÷òî ñ÷åòíàÿ ïîëóãðóïïà âëîæèìà â ñ÷åò-
íóþ ãðóïïó, åñëè ëþáàÿ åå êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîäïîëóãðóïïà
âëîæèìà â ïîäõîäÿùóþ ãðóïïó.

Â ïðèìåðå 6 èç �3.2 ìû óêàçàëè ìíîæåñòâî (à)�(æ) ñîáñòâåííûõ
àêñèîì òåîðèè ãðóïï. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî ÷åðåç Φ1. Âûáå-
ðåì â Φ1 ïîäìíîæåñòâî Φ0, ñîñòîÿùåå èç àêñèîìû àññîöèàòèâíîñòè
(à) è àêñèîì (ã)�(æ), îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà:
ðåôëåêñèâíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü, òðàíçèòèâíîñòü è ïîäñòàíîâî÷-
íîñòü. Òîãäà Φ0 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì òåî-
ðèè ïîëóãðóïï; êëàññ åå ìîäåëåé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ïîëóãðóïï.
Ïóñòü S � ñ÷åòíàÿ ïîëóãðóïïà, êàæäàÿ êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ïîä-
ïîëóãðóïïà êîòîðîé âëîæèìà â êàêóþ-ëèáî ãðóïïó. Ðàñøèðèì òåî-
ðèþ ïîëóãðóïï äîáàâëåíèåì ê åå ñèãíàòóðå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
{f (0)
x }x∈S íóëüàðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, èíäåêñèðîâàííûõ
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ýëåìåíòàìè èç S, è ðàññìîòðèì â ýòîé òåîðèè ñëåäóþùåå ìíîæå-
ñòâî ôîðìóë:

∆(S) = {f (0)
x = f

(0)
y , f

(0)
u 6= f

(0)
v , f

(0)
x · f (0)

y = f
(0)
z , f

(0)
u · f (0)

v 6= f
(0)
w |

x, y, z, u, v, w ∈ S, ãäå x = y, u 6= v, x · y = z, u · v 6= w}.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìóë Φ = Φ1 ∪ ∆(S) èìååò ìî-
äåëü. Âîçüìåì ëþáîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Ψ èç Φ. Ôîðìóëû
èç Ψ ñîäåðæàò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ
f

(0)
x1 , . . . , f

(0)
xn , ãäå x1, . . . , xn ∈ S. Ïîðîäèì â S ýëåìåíòàìè x1, . . . , xn

ïîäïîëóãðóïïó. Îíà, áóäó÷è êîíå÷íî ïîðîæäåííîé, âëîæèìà ïî
óñëîâèþ â íåêîòîðóþ ãðóïïó. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ôîðìóëû ìíîæå-
ñòâà Ψ èñòèííû íà ïîñëåäíåé ïðè èíòåðïðåòàöèè, ñòàâÿùåé â ñî-
îòâåòñòâèå êàæäîìó ñèìâîëó f (0)

x ýëåìåíò x ∈ S. Òàêèì îáðàçîì,
ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî Ψ èç Φ èìååò ìîäåëü. Ââèäó
ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû î êîìïàêòíîñòè ïîëó÷àåì òîãäà, ÷òî è ñàìî
Φ èìååò ìîäåëü, ò.å. âñå ôîðìóëû èç Φ èñòèííû íà êàêîé-òî ïîëó-
ãðóïïå S′. Ïî òåîðåìå Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà ïîëóãðóïïó S′ ìîæíî
âûáðàòü ñ÷åòíîé. Ïîñêîëüêó Φ1 ⊆ Φ, äåëàåì âûâîä, ÷òî S′ � ãðóï-
ïà. Âêëþ÷åíèå æå ∆(S) ⊆ Φ îáåñïå÷èâàåò âëîæèìîñòü ïîëóãðóïïû
S â S′.

� 3.7. Îñíîâíûå ïðîáëåìû ôîðìàëüíûõ òåîðèé

3.7.1. Ïðîáëåìà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè

Òåîðèÿ K íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, åñëè â K ñóùåñòâóåò çà-
ìêíóòàÿ ôîðìóëà F òàêàÿ, ÷òî êàê F , òàê è ¬F ñóòü òåîðåìû
òåîðèè K. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå K íàçûâàåòñÿ íåïðîòèâîðå÷èâîé.
Åñëè êëàññ ìîäåëåé òåîðèè K íå ïóñò, òî ãîâîðÿò, ÷òî K èìååò
ìîäåëü. ßñíî, ÷òî òåîðèÿ K íåïðîòèâîðå÷èâà (ñîîòâåòñòâåííî èìå-
åò ìîäåëü) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà àêñèîì K íåïðî-
òèâîðå÷èâà (ñîîòâåòñòâåííî èìååò ìîäåëü). Ïîýòîìó èç òåîðåìû î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè è åå îáðàùåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïðîèçâîëüíàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðîòèâî-
ðå÷èâà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíà èìååò ìîäåëü.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò íåïðîòèâîðå÷èâîñòü âñåõ òåîðèé ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, óïîìÿíóòûõ íàìè â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, è â ÷àñò-
íîñòè, òåîðèé èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé è èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.
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Ïðèâåäåì áîëåå ñïåöèôè÷åñêèé ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé ñèëó
äàííîé òåîðåìû.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Äîêàçàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè K ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, çàäàííîé ñèãíàòóðîé Σ(K) = {P (2), f (1)} è ñîáñòâåííûìè
àêñèîìàìè

A1 = ∀x1∀x2(P (2)(x1, x2) ∨ P (2)(x2, x1)),
A2 = ∀x1∀x2(P (2)(x1, x2) −→ P (2)(f (1)(x2), f (1)(x1))).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè K íàì äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü õîòÿ áû îäíó ìîäåëü òåîðèè K. Â êà÷åñòâå òàêîé ìîäåëè ìû
âîçüìåì ìíîæåñòâî R+ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ
äâóõìåñòíûì ïðåäèêàòîì åñòåñòâåííîãî ïîðÿäêà ≤ è îäíîìåñòíîé
îïåðàöèåé f(x) = 1/x; ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî àêñèîìû A1 è A2

èñòèííû íà äàííîé ñèñòåìå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå òåîðèÿ K
íåïðîòèâîðå÷èâà.

Âîïðîñ î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèé ïðèâëåê ïðèñòàëüíîå âíè-
ìàíèå â ìàòåìàòèêå íà ðóáåæå XIX è XX ñòîëåòèé â ñâÿçè ñ âîç-
íèêøèìè â òåîðèè ìíîæåñòâ ïàðàäîêñàìè, èëè, êàê èõ åùå íàçû-
âàþò, àíòèíîìèÿìè. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ â òîì âèäå, â êàêîì ìû åþ
ïîëüçóåìñÿ â äàííîì ïîñîáèè, èìåíóåìàÿ íûíå íàèâíîé, áûëà ðàç-
ðàáîòàíà â 70�80-õ ãîäàõ XIX âåêà íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Ãåîðãîì
Êàíòîðîì. Îíà áûñòðî ïîëó÷èëà ïî÷òè âñåîáùåå ïðèçíàíèå è ñòàëà
øèðîêî ïðèìåíÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è åå ïðè-
ëîæåíèÿõ. Ñ ïåðâûì ïàðàäîêñîì (àíòèíîìèåé Áóðàëè-Ôîðòè), áà-
çèðóþùèìñÿ íà ïîíÿòèè ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà, ìàòåìàòèêè âïåðâûå
ñòîëêíóëèñü â 1895 ãîäó. Çà íèì ïîñëåäîâàëè è äðóãèå ïàðàäîêñû
òåîðèè ìíîæåñòâ; ïðèâåäåì äâà èç íèõ.

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÊÀÍÒÎÐÀ (1899). Ïóñòü U � ìíîæåñòâî âñåõ
ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B(U) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç
U. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå Êàíòîðà, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà U ñòðîãî
ìåíüøå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà B(U). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, B(U) ⊆ U
ïî ïîñòðîåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòüU íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
ìîùíîñòè B(U).

ÀÍÒÈÍÎÌÈß ÐÀÑÑÅËÀ (1902). Ìíîæåñòâî X íàçîâåì îáûê-
íîâåííûì, åñëè îíî íå ñîäåðæèò ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà, ò.å.
X 6∈ X, è íåîáûêíîâåííûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, îáûê-
íîâåííûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, à íåîáûêíî-
âåííûì � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ U. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæå-
ñòâî âñåõ îáûêíîâåííûõ ìíîæåñòâ è ïîñòàâèì âîïðîñ: êàêèì ÿâëÿ-
åòñÿ ñàìî S � îáûêíîâåííûì èëè íåîáûêíîâåííûì? Äîïóñòèì, ÷òî
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S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S 6∈ S. Òîãäà îíî äîëæíî, êàê
è âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà, áûòü ýëåìåíòîì â S, ò.å. S ∈ S.
Òàêèì îáðàçîì, èç äîïóùåíèÿ, ÷òî S � îáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî,
âûòåêàåò, ÷òî îíî íåîáûêíîâåííî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî S �
íåîáûêíîâåííîå ìíîæåñòâî, ò.å. S ∈ S. Òîãäà, ïîñêîëüêó â S âõî-
äÿò âñå è òîëüêî âñå îáûêíîâåííûå ìíîæåñòâà, äåëàåì âûâîä, ÷òî
S îáûêíîâåííî. Îïÿòü ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîÿâèâøèåñÿ â òåîðèè ìíîæåñòâ ïàðàäîêñû ñîçäàëè êðèçèñíóþ
ñèòóàöèþ â ìàòåìàòèêå (çàìåòèì, ÷òî ýòî óæå òðåòèé ïî ñ÷åòó êðè-
çèñ â åå ðàçâèòèè; áîëåå ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ îá ýòîì ñì. â [11]).
Îäèí èç ñïîñîáîâ óñòðàíåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé, è òåì ñàìûì âûõîäà èç
êðèçèñà, áûë íàéäåí â ôîðìàëèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ, ò.å. àêñèî-
ìàòèçàöèè åå íà ÿçûêå ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ àêñèîì
óäàëîñü îãðàíè÷èòü ïîíÿòèå ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû â îáíîâëåííîé
òåîðèè îòñóòñòâîâàëè ëîãè÷åñêèå îáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ïðî-
òèâîðå÷èÿì, òàêèå, íàïðèìåð, êàê ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå ñåáÿ â
êà÷åñòâå ýëåìåíòà è ò.ï. Â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà ïîÿâèëîñü íåñêîëü-
êî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ àêñèîìàòèçàöèè òåîðèè ìíîæåñòâ. Ïðèâå-
äåì íèæå íàèáîëåå èçâåñòíóþ èç íèõ � ñèñòåìó àêñèîì Öåðìåëî-
Ôðåíêåëÿ (ZF). Â íåé äâà ïåðâè÷íûõ ïîíÿòèÿ: ìíîæåñòâî è îòíî-
øåíèå ïðèíàäëåæíîñòè.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÎÁÚ�ÅÌÍÎÑÒÈ. Åñëè âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà x ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà y è îáðàòíî, òî x = y:

∀a(a ∈ x←→ a ∈ y) −→ x = y.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÓÑÒÎÃÎ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ. Ñóùåñòâóåò ìíîæå-
ñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ:

∃x∀a(a 6∈ x).

Èç àêñèîìû îáú�åìíîñòè ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà;
åãî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ∅.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÏÀÐÛ. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ a è b ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî, åäèíñòâåííûìè ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ a è
b (êàê îáû÷íî, îíî îáîçíà÷àåòñÿ {a, b} ïðè a 6= b è {a} ïðè a = b):

∀a∀b∃x(a ∈ x ∧ b ∈ x ∧ ∀c(c ∈ x −→ c = a ∨ c = b)).
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ÀÊÑÈÎÌÀ ÑÓÌÌÛ. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà x ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî y, ñîñòîÿùåå èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòî-
ðûå ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó z, ïðèíàäëåæàùåìó x:

∀x∃y∀a(a ∈ y ←→ ∃z(z ∈ x ∧ a ∈ z)).

Ýòî ìíîæåñòâî y ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ x.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÑÒÅÏÅÍÈ. Äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà x ñóùåñòâó-
åò ìíîæåñòâî y, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà x è òîëüêî îíè:

∀x∃y∀a(a ∈ y ←→ ∀b(b ∈ a −→ b ∈ x)).

Äðóãèìè ñëîâàìè, y åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èç x; îíî
íàçûâàåòñÿ áóëåàíîì ìíîæåñòâà x.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ. Âñÿêîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî x
ñîäåðæèò ýëåìåíò a òàêîé, ÷òî a ∩ x = ∅:

∀x(x 6= ∅ −→ ∃a(a ∈ x ∧ ∀b(b ∈ a −→ b 6∈ x))).

ÀÊÑÈÎÌÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ. Ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæå-
ñòâî x, ÷òî ∅ ∈ x, è åñëè u ∈ x, òî ìíîæåñòâî u ∪ {u} òàêæå
ïðèíàäëåæèò x:

∃x(∅ ∈ x ∧ ∀u(u ∈ x −→ u ∪ {u} ∈ x)).

Ýòà àêñèîìà ãàðàíòèðóåò, ïî ñóòè, íàëè÷èå ìíîæåñòâà x, ñîäåð-
æàùåãî â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â ñàìîì
äåëå, ìíîæåñòâî x, óêàçàííîå â íåé, óäîâëåòâîðÿåò, î÷åâèäíî, ñâîé-
ñòâàì:

{∅} ∈ x, {∅, {∅}} ∈ x, {∅, {∅}, {∅, {∅}}} ∈ x

è ò.ä. Ïîëàãàÿ òåïåðü 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {0, 1}, . . . , n = {0, 1, . . . ,
n − 1}, ìû äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 0 ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå
n ∈ x, ïðè÷åì âñå òàê îïðåäåëåííûå ÷èñëà ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ñèñòåìà àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ âêëþ÷àåò òàêæå àêñèîìó
çàìåùåíèÿ, äàþùóþ äîïîëíèòåëüíûå øèðîêèå ñðåäñòâà ïîñòðîå-
íèÿ íîâûõ ìíîæåñòâ; èíôîðìàöèþ î íåé ñì. â [16]. Íåâîçìîæíîñòü
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â òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ àíòèíîìèé Êàíòîðà è Ðàñ-
ñåëà âûòåêàåò èç àêñèîìû ðåãóëÿðíîñòè è àêñèîìû ïàðû. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà àêñèîì íå äîïóñ-
êàåò ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñåáÿ â êà÷åñòâå ýëåìåíòà. Ïðåäïîëî-
æèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ýòî íå òàê è ïîòîìó íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî a
òàêîå, ÷òî a ∈ a. Ïî àêñèîìå ïàðû ìîæíî ñîñòàâèòü îäíîýëåìåíòíîå
ìíîæåñòâî x = {a} (çäåñü ìíîæåñòâî b ñîâïàäàåò ñ a). Òîãäà ïî àê-
ñèîìå ðåãóëÿðíîñòè a ∩ x = ∅, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî a ∈ a
è a ∈ x, ò.å. a ∈ a∩x. Çàìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííûå îãðà-
íè÷åíèÿ, àêñèîìàòèêà Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ íå çàïðåùàåò �ñëèøêîì
ìíîãî� ìíîæåñòâ. Îíà âïîëíå ïðèåìëåìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáîé èç
èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé: àëãåáðû, ãåîìåòðèè,
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ò.ä.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âîïðîñ î íåïðîòèâî-
ðå÷èâîñòè òåîðèè ìíîæåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ
îòêðûòûì. Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî äîêàçûâàåìûå â ýòîì ó÷åá-
íîì ïîñîáèè óòâåðæäåíèÿ (â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàâøàÿñÿ ðàíåå
òåîðåìà î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà) ÿâëÿ-
þòñÿ êîððåêòíûìè ñ òî÷íîñòüþ äî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè ìíî-
æåñòâ, ñ êîòîðîé ìû èìååì äåëî.

Ëþáîïûòíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â ìàòåìàòèêå èíîãäà âîçíè-
êàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñîâîêóïíîñòåé îáúåêòîâ, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè (íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèé àëãåáð, ñì.
[14]). Òàêèå ñîâîêóïíîñòè íàçûâàþòñÿ êëàññàìè. Îäíà èç ïðèíÿòûõ
â ìàòåìàòèêå ñèñòåì àêñèîì � ñèñòåìà ôîí Íåéìàíà-Áåðíàéñà-
Ã�åäåëÿ (NBG, ñì. [16]) � ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êàíîíè÷åñêîé òåî-
ðèè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, â êîòîðîé ñîáñòâåííûå êëàññû èãðàþò ðîëü
ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè (ñîáñòâåííûé êëàññ �
ýòî êëàññ íå ÿâëÿþùèéñÿ ìíîæåñòâîì). Â ýòîé òåîðèè ýëåìåíòàìè
êëàññîâ ìîãóò áûòü òîëüêî ìíîæåñòâà, è ïîòîìó íåïðèåìëåìî ðàñ-
ñìîòðåíèå êëàññà âñåõ êëàññîâ. Âìåñòå ñ òåì â íåé äîïóñêàåòñÿ ñó-
ùåñòâîâàíèå âñåîáùåãî êëàññà � êëàññà âñåõ ìíîæåñòâ. Êàê è äëÿ
ñèñòåìû àêñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ñèñòåìû
àêñèîì ôîí Íåéìàíà-Áåðíàéñà-Ã�åäåëÿ ïîêà îñòàåòñÿ ïîä âîïðîñîì.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
êàêîé-ëèáî òåîðèè, îñíîâàííàÿ íà ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìî-
äåëè, âïåðâûå áûëà îñîçíàíà ðóññêèì ìàòåìàòèêîì Íèêîëàåì Èâà-
íîâè÷åì Ëîáà÷åâñêèì åùå â 20-õ ãîäàõ XIX âåêà äëÿ îáîñíîâàíèÿ



106 Ãëàâà 3. Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä

íåâûâîäèìîñòè ïÿòîãî ïîñòóëàòà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (ñì.
íèæå) èç äðóãèõ ïîñòóëàòîâ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ñ ýòîé öåëüþ
èì áûëà ñîçäàíà íîâàÿ ãåîìåòðèÿ, â êîòîðîé èìåëè ìåñòî âñå àê-
ñèîìû Åâêëèäà çà èñêëþ÷åíèåì ïÿòîãî ïîñòóëàòà. Íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòü ýòîé ãåîìåòðèè îáåñïå÷èâàëàñü íàëè÷èåì ìîäåëè äëÿ íåå �
òàê íàçûâàåìîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî (óêàçàí-
íàÿ ãåîìåòðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òåîðèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïîýòîìó åå
ìîäåëè íå íàäî ïóòàòü ñ òåìè ìîäåëÿìè, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâà-
ëè â ýòîé ãëàâå) §.

Â êà÷åñòâå äîïîëíåíèÿ ê çàìå÷àíèþ 2 ïðèâåäåì åùå îäèí ïðè-
ìåð.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ àêñèîì ïëàíè-
ìåòðèè (ñì. [18]; çäåñü àêñèîìà 7 ñîîòâåòñòâóåò ïÿòîìó ïîñòóëàòó
ãåîìåòðèè Åâêëèäà î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ):

1. Êàêîâà áû íè áûëà ïðÿìàÿ, ñóùåñòâóþò òî÷êè, ïðèíàäëåæà-
ùèå ýòîé ïðÿìîé, è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå åé.

2. ×åðåç ëþáûå äâå òî÷êè ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è òîëüêî
îäíó.

3. Èç òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé îäíà è òîëüêî îäíà ëåæèò ìåæäó
äâóìÿ äðóãèìè.

4. Ïðÿìàÿ ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè. Åñëè êîí-
öû êàêîãî-íèáóäü îòðåçêà ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîëóïëîñêîñòè, òî
îòðåçîê íå ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ. Åñëè êîíöû îòðåçêà ïðèíàäëåæàò
ðàçíûì ïîëóïëîñêîñòÿì, òî îòðåçîê ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ.

5. Êàæäûé îòðåçîê èìååò îïðåäåëåííóþ äëèíó, áîëüøóþ íóëÿ.
Äëèíà îòðåçêà ðàâíà ñóììå äëèí ÷àñòåé, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ
ëþáîé åãî òî÷êîé.

6. Êàæäûé óãîë èìååò îïðåäåëåííóþ ãðàäóñíóþ ìåðó, áîëüøóþ
íóëÿ. Ðàçâåðíóòûé óãîë ðàâåí 1800. Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà ðàâíà ñóì-
ìå ãðàäóñíûõ ìåð óãëîâ, íà êîòîðûå îí ðàçáèâàåòñÿ ëþáûì ëó÷îì,
ïðîõîäÿùèì ìåæäó åãî ñòîðîíàìè.

7. ×åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè
íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé.

Äîêàçàòü, ÷òî àêñèîìà 7 íå âûâîäèòñÿ èç àêñèîì 1�6.

§Ïðèìåðíî ÷åðåç òðè ãîäà ïîñëå âûõîäà ðàáîò Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, à èìåííî
â 1832 ãîäó, áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ âåíãåðñêîãî ìàòåìàòêà ßíîøà Áîéÿè, â

êîòîðîé îí èçëàãàë ïîõîæèå èäåè, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì íååâêëèäîâûõ

ãåîìåòðèé.
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Ïîñòðîèì ìîäåëü, êîòîðàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü âñåì àêñèîìàì
1�6 è îòðèöàíèþ àêñèîìû 7. Ïîä ïëîñêîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü îò-
êðûòûé êðóã (ñì. ðèñ.10), à ïîä ïðÿìûìè � õîðäû âíóòðè ýòîãî
êðóãà. Âñÿêàÿ õîðäà ðàçáèâàåò êðóã íà äâå ÷àñòè, íàçûâàåìûå íàìè
ïîëóïëîñêîñòÿìè. Ïîíÿòèÿ òî÷êè, îòðåçêà è óãëà � òàêèå æå êàê
â îáû÷íîé ãåîìåòðèè. Êàê ïðèíÿòî, äâå ïðÿìûå â ïëîñêîñòè ìû
íàçûâàåì ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê. Õîðî-
øî âèäíî, ÷òî â äàííîé ìîäåëè èñòèííû âñå øåñòü ïåðâûõ àêñèîì.
Îäíàêî ÷åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ âíå ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé, ìîæíî
ïðîâåñòè áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé, ò.å. èìååò ìå-
ñòî îòðèöàíèå ñåäüìîé àêñèîìû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äîêàçûâàåò,
÷òî ñïèñîê àêñèîì 1�6 âìåñòå ñ îòðèöàíèåì àêñèîìû 7 îïðåäåëÿåò
íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ, à çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà íå âûâî-
äèòñÿ èç îñòàëüíûõ.

Ðèñ.10

Â ñëåäóþùåì ïóíêòå ìû ïðîäîëæèì äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà èññëåäîâàòü âîïðîñ, ñâÿçàííûé ñ íåâûâîäèìîñòüþ àêñèîì îäíîãî
ñïèñêà èç àêñèîì äðóãîãî ñïèñêà.

3.7.2. Ïðîáëåìà íåçàâèñèìîñòè àêñèîì

Ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà âñåõ àêñèîì äàííîé ôîðìàëüíîé
òåîðèè íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè êàêàÿ-íèáóäü ôîðìóëà èç X
íå ìîæåò áûòü âûâåäåíà ñ ïîìîùüþ ïðàâèë âûâîäà èç àêñèîì, íå
âõîäÿùèõ â X.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Êàæäàÿ èç ñõåì àêñèîì (A1)�(A3) òåîðèè T èñ-
÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé íåçàâèñèìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì íåçàâèñèìîñòü (A1). Äëÿ ýòîãî ïî-
ñòðîèì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò P íà ìíîæåñòâå âñåõ ôîðìóë òåîðèè
T , îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. P (F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû èç ñõåì (A2), (A3).
2. Åñëè F1,F2

F (MP) è P (F1) = P (F2) = 1, òî è P (F ) = 1.
3. P (A −→ (B −→ A)) = 0.
×òîáû çàäàòü òàêîé ïðåäèêàò P , ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òàáëè-

öû:

A ¬A
0 1
1 1
2 0

A B A −→ B
0 0 0
1 0 2
2 0 0
0 1 2
1 1 2
2 1 0
0 2 2
1 2 0
2 2 0

Äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ φ ìíîæåñòâà X ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ ôîðìóëû F â ìíîæåñòâî çíà÷åíèé {0, 1, 2} ýòè òàáëèöû ïîç-
âîëÿþò íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå φ(F ) (ïîëíàÿ àíàëîãèÿ
ñ òåì, êàê âû÷èñëÿþòñÿ èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé ïðè èíòåðïðåòàöèÿõ â ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò). Íàïðèìåð, åñëè φ(A) = 0 è φ(B) = 1, òî φ(A −→ (B −→
A)) = φ(A) −→ (φ(B) −→ φ(A)) = 0 −→ (1 −→ 0) = 0 −→ 2 = 2.
Ïîëàãàåì, ïî îïðåäåëåíèþ, P (F ) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà φ(F ) = 0 äëÿ ëþáîé èíòåðïðåòàöèè φ áóêâ ôîðìóëû F â
ìíîæåñòâå {0, 1, 2}. Èç îïðåäåëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì, ÷òî
P (A −→ (B −→ A)) 6= 1, ò.å. âûïîëíåíî ñâîéñòâî 3 âûøå.

Ïóñòü F1,F2

F (MP) è P (F1) = P (F2) = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé èí-
òåðïðåòàöèè φ â {0, 1, 2} èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà φ(F1) = φ(F2) = 0.
Òàê êàê F åñòü ñëåäñòâèå F1 è F2 ïî ïðàâèëó âûâîäà MP, ñ÷èòàåì,
÷òî F2 = F1 −→ F . îòñþäà ïîëó÷àåì 0 = φ(F2) = φ(F1 −→ F ) =
φ(F1) −→ φ(F ) = 0 −→ φ(F ). Ïî âòîðîé òàáëèöå íàõîäèì, ÷òî
ýòî ìîæåò áûòü òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå, êîãäà φ(F ) = 0. Ïîýòî-
ìó P (F ) = 1 ââèäó ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà φ. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïðîâåðèëè ñâîéñòâî 2 ïðåäèêàòà P .

Èç ñëåäóþùåé òàáëèöû âèäíî, ÷òî P (F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû
F = (¬G −→ ¬H) −→ ((¬G −→ H) −→ G) èç ñõåìû (A3):
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G H ¬G ¬H ¬G→ ¬H ¬G→ H (¬G→ H)→ G F
0 0 1 1 2 2 0 0
1 0 1 1 2 2 0 0
2 0 0 1 2 0 2 0
0 1 1 1 2 2 0 0
1 1 1 1 2 2 0 0
2 1 0 1 2 2 0 0
0 2 1 0 2 0 0 0
1 2 1 0 2 0 2 0
2 2 0 0 0 2 0 0

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî P (F ) = 1 äëÿ ëþáîé àêñèîìû
F = (R −→ (G −→ H)) −→ ((R −→ G) −→ (R −→ H)) èç ñõåìû
(A2), è çíà÷èò, ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî 1 ïðåäèêàòà P .

Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïðåäè-
êàòà P ñëåäóåò íåâîçìîæíîñòü âûâîäà àêñèîìû A −→ (B −→ A),
ïðèíàäëåæàùåé (A1), èç ñõåì àêñèîì (A2), (A3). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè áû îíà âûâîäèëàñü èç ýòèõ àêñèîì, òî ââèäó ñâîéñòâ 1 è 2
ïðåäèêàòà P èìåëè áû P (A −→ (B −→ A)) = 1, íî ýòî íå òàê ïî
ñâîéñòâó 3. Íåçàâèñèìîñòü ñõåìû àêñèîì (A1) äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ñõåì (A2) è (A3). Äëÿ
êàæäîé èç íèõ ïî ïðàâèëó, óñòàíîâëåííîìó âûøå, ñòðîèòñÿ ñâîé îä-
íîìåñòíûé ïðåäèêàò ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Íèæå äëÿ êàæ-
äîãî èç îñòàâøèõñÿ äâóõ ñëó÷àåâ ìû óêàçûâàåì îáëàñòü çíà÷åíèé
äëÿ ôóíêöèè φ, à òàêæå ïðèâîäèì ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû çíà÷å-
íèé äëÿ îïåðàöèé ¬ è −→. ×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü
ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîâåñòè íåîáõîäèìûå âûêëàäêè.

(A2): φ(X) = {0, 1, 2}

A ¬A
0 1
1 0
2 1

A B A −→ B
0 0 0
1 0 0
2 0 0
0 1 2
1 1 2
2 1 0
0 2 1
1 2 0
2 2 0
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(A3): φ(X) = {0, 1}
A ¬A
0 0
1 1

A B A −→ B
0 0 0
1 0 0
0 1 1
1 1 0

Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ñõåì
(A1)�(A5) àêñèîì òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.

Èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íåçàâèñèìîñòüþ àêñèîì â ðàçëè÷íûõ
òåîðèÿõ, ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ìàòåìàòèêå, íà÷è-
íàÿ ñ äîêàçàòåëüñòâà íåçàâèñèìîñòè óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå ïÿòîãî
ïîñòóëàòà Åâêëèäà è êîí÷àÿ ñàìûìè ñîâðåìåííûìè ðàáîòàìè ïî
àëãåáðå, òåîðèè ìíîæåñòâ, ëîãèêå è äðóãèì äèñöèïëèíàì. Â ýòîé
ñâÿçè çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ ðåçóëüòàòû àìåðèêàíñêîãî ìàòåìà-
òèêà Ïîëà Äæîçåôà Êîýíà (1963�1964) î íåçàâèñèìîñòè àêñèîìû
âûáîðà è ãèïîòåçû êîíòèíóóìà äëÿ ñèñòåìû àêñèîì òåîðèè ìíî-
æåñòâ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò ýòîãî ïàðà-
ãðàôà). Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ïåðâîé àêñèîìû.

Äëÿ ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì ÷åðåç B(A) ìíîæåñòâî âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ èç A (ñì. àêñèîìó ñòåïåíè ñèñòåìû àêñèîì Öåðìåëî-
Ôðåíêåëÿ). Îòîáðàæåíèå ψ èç B(A) \ {∅} â A òàêîå, ÷òî ψ(B) ∈ B
äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊆ A, íàçûâàåòñÿ âûáèðàþ-
ùåé ôóíêöèåé äëÿ ìíîæåñòâà A.

ÀÊÑÈÎÌÀ ÂÛÁÎÐÀ. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ñó-
ùåñòâóåò ñâîÿ âûáèðàþùàÿ ôóíêöèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè èìååòñÿ ïðîèçâîëüíûé íàáîð (êîíå÷íûé
èëè áåñêîíå÷íûé) ìíîæåñòâ, òî âñåãäà ìîæíî, âûáðàâ èç êàæäîãî
ìíîæåñòâà ïî îäíîìó ýëåìåíòó, ñîñòàâèòü èç ýòèõ ýëåìåíòîâ íîâîå
ìíîæåñòâî.

Äàííàÿ àêñèîìà íå âõîäèò â ñèñòåìó àêñèîì ZF. Îäíàêî ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî íèêàê íå îòðàæàåòñÿ íà åå çíà÷èìîñòè äëÿ ìàòå-
ìàòèêè. Äî âû÷ëåíåíèÿ àêñèîìû âûáîðà â ÿâíîì âèäå ìàòåìàòèêè
èñïîëüçîâàëè åå áåññîçíàòåëüíî âî ìíîãèõ ðàññóæäåíèÿõ. Êàíòîð
íåÿâíî ïðèìåíèë åå â 1887 ãîäó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î òîì,
÷òî ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî.
Ýòà àêñèîìà íàõîäèò ïðèìåíåíèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î
òîì, ÷òî â ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Àêñèîìà
âûáîðà èñïîëüçóåòñÿ òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
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íà îñíîâå ñèñòåìû àêñèîì Ïåàíî äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (äàííóþ
ñèñòåìó àêñèîì ñì. â ñëåäóþùåì ïóíêòå).

Íàðÿäó ñ àêñèîìîé âûáîðà âíèìàíèå ìàòåìàòèêîâ áûëî ïðè-
âëå÷åíî åùå ê îäíîìó ïîëîæåíèþ � ãèïîòåçå êîíòèíóóìà, âïåðâûå
âûñêàçàííîé Êàíòîðîì â 1877 ãîäó. Ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó.

ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÀ. Ëþáîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ëèáî ñ÷åòíî, ëèáî èìååò
ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

Íàïîìíèì, ÷òî ìîùíîñòü êîíòèíóóìà � ýòî ìîùíîñòü âñåõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; îíà ñîâïàäàåò ñ ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà âñåõ
ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Â 1940 ãîäó Ã�åäåëü äîêàçàë, ÷òî
åñëè òåîðèÿ ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî â íåé íå âûâîäèòñÿ îòðèöàíèå
àêñèîìû âûáîðà, ò.å. òåîðèÿ ZFC=ZF + (àêñèîìà âûáîðà) òàêæå
áóäåò íåïðîòèâîðå÷èâîé è, áîëåå òîãî, íåïðîòèâîðå÷èâîé â ýòîì
ñëó÷àå áóäåò è òåîðèÿ ZFC + (ãèïîòåçà êîíòèíóóìà). Ïîïûòêè æå
âûâåñòè àêñèîìó âûáîðà è ãèïîòåçó êîíòèíóóìà èç ñèñòåìû àê-
ñèîì Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ZF èëè æå, íàîáîðîò, äîêàçàòü íåçàâèñè-
ìîñòü ýòèõ ïîëîæåíèé îñòàâàëèñü áåçóñïåøíûìè âïëîòü äî 60-õ ãî-
äîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ, êîãäà Êîýíîì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè
òåîðèÿ ZF íåïðîòèâîðå÷èâà, òî â íåé íåâûâîäèìà àêñèîìà âûáîðà,
à ãèïîòåçà êîíòèíóóìà íåâûâîäèìà â òåîðèè ZFC ¶. Èç ýòèõ ðå-
çóëüòàòîâ âûòåêàåò ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå îïðå-
äåëåííûé èíòåðåñ. Åñëè ìû, äîïóñêàÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè
ZF, äîáàâèì ê íåé àêñèîìó, ÿâëÿþùóþñÿ îòðèöàíèåì àêñèîìû âû-
áîðà, òî ïîëó÷èì íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ, êîòîðàÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, òàêæå èìååò ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå. Îäíàêî, î÷åâèäíûå ñî-
ìíåíèÿ âîçíèêàþò â öåëåñîîáðàçíîñòè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ òàêîé
òåîðèè.

3.7.3. Ïðîáëåìû êàòåãîðè÷íîñòè è ïîëíîòû. Òåîðåìà

Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå

Òåîðèÿ ñ ðàâåíñòâîì íàçûâàåòñÿ êàòåãîðè÷íîé, åñëè îíà èìååò
åäèíñòâåííóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííûõ ðàçëè÷èé) íîðìàëü-

¶Â äåéñòâèòåëüíîñòè, Êîýí ïîëó÷èë áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò � íåçàâèñè-

ìîñòü òàê íàçûâàåìîé îáîáùåííîé ãèïîòåçû êîíòèíóóìà; îíà óòâåðæäàåò, ÷òî

äëÿ ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A ìåæäó åãî ìîùíîñòüþ è ìîùíîñòüþ áó-

ëåàíà B(A) íå ñóùåñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîé ìîùíîñòè. Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî
Â. Ñåðïèíñêèé â 1947 ã. è Ý. Øïåêêåð â 1952 ã. äîêàçàëè, ÷òî àêñèîìà âûáîðà

âûòåêàåò èç îáîáùåííîé êîíòèíóóì-ãèïîòåçû.
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íóþ ìîäåëü, èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè îíà íåïðîòèâîðå÷èâà è ëþáûå äâå
åå íîðìàëüíûå ìîäåëè èçîìîðôíû â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïðèìåðû
êàòåãîðè÷íûõ ôîðìàëüíûõ òåîðèé õîðîøî èçâåñòíû ÷èòàòåëþ èç
êóðñîâ àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Òàê, ëþáîå ìíîæåñòâî
àêñèîì X, îïðåäåëÿþùåå òó èëè èíóþ ÷èñëîâóþ ñèñòåìó M (áóäü
òî íàòóðàëüíûå, ðàöèîíàëüíûå èëè äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà) óäîâëå-
òâîðÿåò îäíîìó íåïðåìåííîìó óñëîâèþ: M ïî X âîññòàíàâëèâàåòñÿ
îäíîçíà÷íî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðèÿ êàòåãîðè÷-
íà è M ÿâëÿåòñÿ åå åäèíñòâåííîé íîðìàëüíîé ìîäåëüþ. Ðàññìîò-
ðèì ïðîñòåéøóþ èç òàêèõ òåîðèé � òåîðèþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
èëè, êàê åå îáû÷íî íàçûâàþò, ýëåìåíòàðíóþ àðèôìåòèêó. Ïåðâîå
àêñèîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ýòîé òåîðèè èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì
ñèñòåìû àêñèîì Ïåàíî; îíî áûëî ïðåäëîæåíî íåìåöêèì ìàòåìà-
òèêîì Ðèõàðäîì [Þëèóñîì Âèëüãåëüìîì] Äåäåêèíäîì â 1901 ãîäó.
Àêñèîìû ýòîé òåîðèè âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Ï1) 0 åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî;
(Ï2) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x ñóùåñòâóåò äðóãîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå x′ è íàçûâàåìîå �íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùåå çà x�;

(Ï3) 0 6= x′ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x;
(Ï4) åñëè x′ = y′, òî x = y;
(Ï5, ïðèíöèï èíäóêöèè) åñëè Q åñòü êàêîå-òî ñâîéñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë è îíî óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

(i) íàòóðàëüíîå ÷èñëî 0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Q,
(ii) äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x èç òîãî, ÷òî x îáëàäàåò

ñâîéñòâîì Q ñëåäóåò, ÷òî è íàòóðàëüíîå ÷èñëî x′ îáëàäàåò
ñâîéñòâîì Q,

òî ñâîéñòâîì Q îáëàäàþò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî àðèôìåòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêàçàííîé
ïåàíîâñêîé ñèñòåìå àêñèîì, ÿâëÿåòñÿ êàòåãîðè÷íîé, ò.å. ìíîæåñòâî
N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ åñòåñòâåííûì ïðåäèêàòîì ðàâåíñòâà = è
îïåðàöèÿìè {0,′ } îáðàçóåò åäèíñòâåííóþ åå íîðìàëüíóþ ìîäåëü.
Îäíàêî â ýòèõ àêñèîìàõ ñîäåðæèòñÿ èíòóèòèâíîå ïîíÿòèå �ñâîé-
ñòâà�, ÷òî íå ïîçâîëÿåò âñåé ñèñòåìå áûòü ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîå-
íèè òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííîé íà ïåàíîâñêîé àêñèîìàòè-
êå, êîòîðàÿ áûëà áû òàê æå ïðèãîäíà äëÿ âûâîäà âñåõ îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè. Íèæå ìû óêàçûâàåì îäíó
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èç òàêèõ òåîðèé, îáîçíà÷àåìóþ íàìè Ar è íàçûâàåìóþ ôîðìàëüíîé
àðèôìåòèêîé.

Òåîðèÿ Ar ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé ïðåäèêàòíûé ñèìâîë = è,
â îòëè÷èå îò ïåàíîâñêîé, ÷åòûðå ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëà: íóëü-
ìåñòíûé 0, îäíîìåñòíûé ′ è äâóõìåñòíûå + è · ; ïîñëåäíèå äâà èç
íèõ ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ. Åå ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

(Ar 1) ∀x∀y(x = y ∧ y = z −→ x = z);
(Ar 2) ∀x∀y(x = y −→ x′ = y′);
(Ar 3) ∀x(0 6= x′);
(Ar 4) ∀x∀y(x′ = y′ −→ x = y);
(Ar 5) ∀x(x+ 0 = x);
(Ar 6) ∀x∀y(x+ y′ = (x+ y)′);
(Ar 7) ∀x(x · 0 = 0);
(Ar 8) ∀x∀y(x · (y′) = x · y + x);
(Ar 9) F (0) ∧ ∀x(F (x) −→ F (x′)) −→ ∀xF (x),

ãäå F (x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà òåîðèè Ar.
Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìû (Ar 1)�(Ar 8) ÿâëÿþòñÿ êîíêðåòíûìè

ôîðìóëàìè, â òî âðåìÿ êàê (Ar 9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñõåìó àêñè-
îì, ïîðîæäàþùóþ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî àêñèîì. Ïðè ýòîì ñõåìà
àêñèîì (Ar 9), íàçûâàåìàÿ ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè,
íå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîñòüþ àêñèîìå (Ï5) ñèñòåìû àêñèîì Ïåàíî,
ïîñêîëüêó â (Ï5) èíòóèòèâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíòèíóóì ñâîéñòâ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ñõåìà àêñèîì (Ar 9) èìååò äåëî ëèøü ñî ñ÷åò-
íûì ìíîæåñòâîì òàêèõ ñâîéñòâ.

Ê ñîæàëåíèþ, âûèãðàâ â ñòðîãîñòè àêñèîì ôîðìàëüíîé àðèôìå-
òèêè ïåðåä àêñèîìàìè Ïåàíî, ìû íåèçáåæíî �ïðîèãðûâàåì� â ñïî-
ñîáíîñòè ýòîé àðèôìåòèêè àäåêâàòíî îòðàæàòü âñþ ñîâîêóïíîñòü
ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáúåêòèâíûå è î÷åíü ãëóáîêèå ïðè-
÷èíû, îáúÿñíÿþùèå ýòîò ôåíîìåí �íåèçáåæíîñòè�, áóäóò âñêðûòû
íàìè â êîíöå äàííîãî ïóíêòà. Îäíàêî óæå ñåé÷àñ ìû ìîæåì âû-
ÿâèòü ðàñõîæäåíèå óêàçàííûõ àêñèîìàòèê ýëåìåíòàðíîé àðèôìå-
òèêè ïî àêòóàëüíîé äëÿ íàñ ïðîáëåìå � ïðîáëåìå êàòåãîðè÷íîñòè.
Åñëè, êàê ìû îòìå÷àëè, àðèôìåòèêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåàíîâñêîé
àêñèîìàòèêå, êàòåãîðè÷íà, òî ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà Ar òàêîâîé,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ. Âñå äåëî â òîì, ÷òî ëþáàÿ òåîðèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, èìåþùàÿ áåñêîíå÷íóþ íîðìàëüíóþ ìî-
äåëü, áóäåò èìåòü è ìîäåëü êàêîé óãîäíî áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè
(ýòîò ôàêò âûòåêàåò èç óïîìÿíóòîé â �3.6 òåîðåìû Ë�åâåíãåéìà-
Ñêîëåìà â óñèëåííîé ôîðìóëèðîâêå), è ïîòîìó îíà íå ìîæåò áûòü
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êàòåãîðè÷íîé. Ïîñêîëüêó òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà Ar èìååò ñâîåé
ìîäåëüþ N, îíà íå êàòåãîðè÷íà.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè îñëàáëåíèÿ äëÿ
òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñâîéñòâà êàòåãîðè÷íîñòè. Ýòî ìû ñäåëà-
åì, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå m-êàòåãîðè÷íûå òåîðèè, ãäå m � ïðîèç-
âîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ìîùíîñòü. Òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðà-
âåíñòâîì íàçûâàåòñÿ m-êàòåãîðè÷íîé, åñëè, âî-ïåðâûõ, âñÿêèå äâå
íîðìàëüíûå ìîäåëè òåîðèè K, èìåþùèå ìîùíîñòü m, èçîìîðôíû
è, âî-âòîðûõ, K èìååò õîòÿ áû îäíó íîðìàëüíóþ ìîäåëü ìîùíîñòè
m.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℵ0 ñ÷åòíóþ ìîùíîñòü. Íèæå ïðèâîäèòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêèé ïðèìåð ℵ0-êàòåãîðè÷íîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÏÐÈÌÅÐ 1. Òåîðèÿ ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç íàè-
áîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ. Åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò òîëü-
êî ïðåäèêàòíûå ñèìâîëû ðàâåíñòâà = è ñòðîãîãî ïîðÿäêà < .
Ñîáñòâåííûå àêñèîìû èìåþò âèä:

(à) ∀x(x = x);
(á) ∀x∀y(x = y −→ y = x);
(â) ∀x∀y∀z(x = y ∧ y = z −→ x = z);
(ã) ∀x∃y∃z(x < y ∧ z < x);
(ä) ∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z −→ x < z);
(å) ∀x∀y(x = y −→ x 6< y);
(æ) ∀x∀y(x < y ∨ x = y ∨ y < x);
(ç) ∀x∀y(x < y −→ ∃z(x < z ∧ z < y)).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñ÷åòíàÿ íîðìàëüíàÿ ìîäåëü ýòîé
òåîðèè èçîìîðôíà ìíîæåñòâó (Q, <) ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì óïîðÿäî÷åííîìó. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàí-
íàÿ òåîðèÿ íå ÿâëÿåòñÿ m-êàòåãîðè÷íîé íè äëÿ êàêîãî m, îòëè÷íîãî
îò ℵ0.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Óêàæåì òåîðèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êî-
òîðàÿ íå áûëà áû ℵ0-êàòåãîðè÷íîé, íî áûëà áû m-êàòåãîðè÷íîé ïðè
ëþáîì m > ℵ0.

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï (ñì. ïðèìåð
1 èç �3.6). Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âûðàæåíèå nx îáîçíà-
÷àåò òåðì (. . . (x+ x) + · · ·+ x)︸ ︷︷ ︸

n

. Ïðèñîåäèíèì ê óêàçàííîé òåîðèè

íîâûå àêñèîìû: ∀x∃!y(ny = x), n = 2, 3, . . . , ÷òî îçíà÷àåò äëÿ ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 è ëþáîãî ýëåìåíòà x íàëè÷èå åäèíñòâåííîãî
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ýëåìåíòà y ñî ñâîéñòâîì ny = x. Íîâàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ òåîðè-
åé àáåëåâûõ ãðóïï ñ îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì. Óêàçàííûå àêñèîìû
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû íà ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïîýòîìó
íîðìàëüíûå ìîäåëè ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ ïî ñóùåñòâó ëèíåéíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè íàä ïîëåì (Q,+, ·) ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Õîðîøî
èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà òàêèõ ïðîñòðàíñòâà îäíîé è òîé æå íåñ÷åò-
íîé ìîùíîñòè èçîìîðôíû è â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå íå
èçîìîðôíûå äðóã äðóãó ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì ðàöèî-
íàëüíûõ ÷èñåë; â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ ìîæíî âçÿòü ëþáûå äâà êî-
íå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä ýòèì ïîëåì, ðàçìåðíîñòè
êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò.

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà íå ÿâëÿåòñÿ m-
êàòåãîðè÷íîé íè äëÿ êàêîé ìîùíîñòè m.

Êàòåãîðè÷íîñòü òåîðèè ñâÿçàíà åùå ñ îäíèì âàæíûì ñâîéñòâîì
� ñâîéñòâîì ïîëíîòû. Òåîðèÿ K íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè äëÿ ëþáîé
åå çàìêíóòîé ôîðìóëû F ëèáî `K F , ëèáî `K ¬F .

Èç ëåììû 3 ïàðàãðàôà 3.4 âûòåêàåò, ÷òî âñÿêàÿ íåïðîòèâîðå÷è-
âàÿ òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà äîáàâëåíèåì
íåêîòîðîãî ÷èñëà àêñèîì äî ïîëíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè K′
(ïî ñóòè, ýòî äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà ëåììû Ëèíäåíáàóìà). Â ñàìîì
äåëå, ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî àêñèîì òåîðèè K. Îíî íåïðîòèâîðå÷èâî
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óïîìÿíóòîé âûøå ëåììå ñîäåðæèòñÿ â íåêîòî-
ðîì ïîëíîì íåïðîòèâîðå÷èâîì ìíîæåñòâå Γ′ ôîðìóë èç K. Âîçüìåì
Γ′ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà àêñèîì íîâîé òåîðèè K′. ßñíî, ÷òî K′ áóäåò
ïîëíîé íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèåé.

Îäèí èç âàæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ïîëíûõ íåïðîòèâîðå÷è-
âûõ òåîðèé äàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

ÏÐÈÌÅÐ 3. Çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó
M ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû Σ è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ∆ âñåõ
ôîðìóë ýòîé ñèãíàòóðû, èñòèííûõ íà M. Ïóñòü K � òåîðèÿ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ñ ñèãíàòóðîé Σ è ìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ àêñèîì,
âûáðàííûõ èç ∆ òàê, ÷òî êëàññ âñåõ òåîðåì K ñîâïàäàåò ñ ∆. Òîãäà
òåîðèÿ K ïîëíà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû F
èç K ëèáî F èñòèííà íàM, ëèáî ¬F èñòèííà íàM. Ýòî îçíà÷àåò, ïî
ïîñòðîåíèþ, ÷òî îäíà èç ôîðìóë F, ¬F ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
∆, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé K. Òåîðèÿ K íåïðîòèâîðå÷èâà, ïîñêîëüêó
ñâîåé ìîäåëüþ èìååò ñèñòåìó M.

Çàìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èì òåîðèþ K ñ óêàçàííûìè óñëîâèÿìè,
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åñëè, íàïðèìåð, âîçüìåì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà åå ñîáñòâåííûõ àê-
ñèîì âñ�å ìíîæåñòâî ôîðìóë ∆. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, ∆ áóäåò
ñîäåðæàòüñÿ â ìíîæåñòâå Th òåîðåì òåîðèè K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïî òåîðåìå Ã�åäåëÿ î ïîëíîòå, êàæäàÿ òåîðåìà G ∈ Th ëîãè÷åñêè
îáùåçíà÷èìà â K è ïîòîìó G èñòèííà íà M, ò.å. G ∈ ∆. Òàêèì
îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâà Th è ∆ ñîâïàäàþò, îòêóäà, êàê
ìû âèäåëè, ñëåäóåò ñâîéñòâî ïîëíîòû òåîðèè K.

Ñâÿçü ñâîéñòâà ïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè ñ åå êàòåãîðè÷íî-
ñòüþ â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÂÎÎÒÀ (1954). Åñëè òåîðèÿ K ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ
ðàâåíñòâîì m-êàòåãîðè÷íà (ïðè÷åì ìîùíîñòü m áåñêîíå÷íà) è íå
èìååò êîíå÷íûõ ìîäåëåé, òî K ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî K íåïîëíà è, ñëå-
äîâàòåëüíî, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà F , äëÿ êîòîðîé
6`K F è 6`K ¬F . Òîãäà ââèäó ëåììû 2 èç �3.4 êàæäàÿ èç ôîðìóë
¬F è F íåïðîòèâîðå÷èâà. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî K ñîäåðæèò òîëüêî
áåñêîíå÷íûå ìîäåëè, âûòåêàåò, êàê ìû çíàåì, íàëè÷èå íîðìàëüíûõ
ìîäåëåéM1 èM2 òåîðèèK ìîùíîñòèm, íà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî
èñòèííû ôîðìóëû ¬F è F (ñì. óñèëåííóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû
Ë�åâåíãåéìà-Ñêîëåìà äëÿ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì èç
�3.6). Èç óñëîâèÿ m-êàòåãîðè÷íîñòè ïîëó÷àåì èçîìîðôíîñòü ìîäå-
ëåé M1 è M2, ÷òî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî F èñòèííà íà
M2 è ëîæíà íà M1.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíàâëèâàòü ïîëíîòó öåëîãî
ðÿäà ôîðìàëüíûõ òåîðèé. Òàê, ïîñêîëüêó òåîðèÿ ïëîòíî óïîðÿäî-
÷åííûõ ìíîæåñòâ áåç íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ (ñì.
ïðèìåð 1) ÿâëÿåòñÿ ℵ0-êàòåãîðè÷íîé è, î÷åâèäíî, íå èìååò êîíå÷-
íûõ ìîäåëåé, îíà ïîëíà. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ïîëíîòà òåîðèè
íåòðèâèàëüíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ñ îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì. Ýòà òåî-
ðèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç òåîðèè â ïðèìåðå 2 äîáàâëåíèåì íîâîé àêñèîìû
∃x∃y(x 6= y); íàëè÷èå ýòîé àêñèîìû îáåñïå÷èâàåò, ðàçóìååòñÿ, áåñ-
êîíå÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïï.

Çíà÷èòåëüíî ëåã÷å ïðèâåñòè ïðèìåðû òåîðèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ
ïîëíûìè, òàê êàê èõ â íåêîòîðîì ñìûñëå áîëüøå. Òåì íå ìåíåå
â ðÿäå ñëó÷àåâ äîêàçàòåëüñòâî íåïîëíîòû ôîðìàëüíîé òåîðèè áû-
âàåò âåñüìà ñëîæíûì. Ýòî îòíîñèòñÿ ïðåæäå âñåãî ê ñëåäóþùåé
çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìå, ïîëó÷åííîé Ã�åäåëåì â 1931 ãîäó.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ ÔÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÀÐÈÔÌÅÒÈ-
ÊÈ. Òåîðèÿ Ar íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

Äàííîå óòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âûñêàçû-
âàíèå î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, çàïèñûâàåìîå ôîðìóëîé â ñèãíàòóðå
{=, 0,′ ,+, ·}, ÷òî íè îíî, íè åãî îòðèöàíèå íå äîêàçóåìû â òåî-
ðèè Ar . Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íåëüçÿ
ëè êàêèì-íèáóäü ðàçóìíûì ñïîñîáîì ðàñøèðèòü ñèñòåìó àêñèîì
ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè (ïîíÿòíî, çà ñ÷åò ôîðìóë èñòèííûõ íà
N) òàê, ÷òîáû óæå â íîâîé òåîðèè ëþáîå âûñêàçûâàíèå î íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñëàõ ëèáî âûâîäèëîñü, ëèáî îïðîâåðãàëîñü? Ñëîâà �ðà-
çóìíûì ñïîñîáîì� èìåþò òîò ñìûñë, ÷òî â ïîëó÷åííîé òåîðèè ìíî-
æåñòâî àêñèîì äîëæíî áûòü êàê-òî îáîçðèìî, ò.å. äîëæåí ñóùå-
ñòâîâàòü àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ïî êàæäîé ôîðìóëå, ÿâëÿåòñÿ
îíà àêñèîìîé ýòîé òåîðèè èëè íåò. Íàïîìíèì, ÷òî òàêàÿ òåîðèÿ íà-
çûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé. Îòâåò íà ïîñòàâëåí-
íûé âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ, êàê ýòî íè óäèâèòåëüíî, îòðèöàòåëüíûì è
ñîäåðæèòñÿ â òîé æå òåîðåìå Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå, ôîðìóëèðóåìîé
íèæå â ãîðàçäî áîëåå îáùåì âèäå.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÍÅÏÎËÍÎÒÅ (îáùèé ñëó÷àé). Ïóñòü S � ïðîèç-
âîëüíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ñèãíàòóðîé
{=, 0,′ ,+, ·} è ñîáñòâåííûìè àêñèîìàìè, âêëþ÷àþùèìè àêñèîìû
(Ar 1)�(Ar 9) ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè. Òîãäà åñëè òåîðèÿ S ýô-
ôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàíà, òî îíà íåïîëíà.

ßñíî, ÷òî ñàìà òåîðèÿ Ar ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçè-
ðîâàííîé, è ïîòîìó ïåðâàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîñëåäíåé. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû íå ïðè-
âîäèì, òàê êàê äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå àë-
ãîðèòìà, è íàèâíîå åãî ïîíèìàíèå, ïðîñòî êàê íåêîé ýôôåêòèâíîé
ïðîöåäóðû, çäåñü óæå íå âïîëíå ïðèãîäíî.

Òåîðåìà Ã�åäåëÿ î íåïîëíîòå ïî ñâîåé çíà÷èìîñòè äàëåêî âûõî-
äèò çà ðàìêè íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè, íî è ìàòåìàòèêè
â öåëîì, ÿâëÿÿñü âàæíûì ýëåìåíòîì åå ôèëîñîôèè. Îñòàíîâèìñÿ
íà ýòîì ÷óòü ïîäðîáíåå.

Ïîÿâèâøèåñÿ â ìàòåìàòèêå íà ðóáåæå XIX�XX âåêîâ ïðîòèâîðå-
÷èÿ (ñì. ïåðâûé ïóíêò ïàðàãðàôà) è ïîñëåäîâàâøèå çàòåì ïîïûòêè
èõ óñòðàíåíèÿ ïðèâåëè ê èäåå ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé íàó-
êè, ò.å. ïîñòðîåíèÿ åå íà îñíîâå íåêîòîðîé äåäóêòèâíîé ôèíèòàðíîé
ñèñòåìû ìûøëåíèÿ. Óêàçàííîå ïîñòðîåíèå âîçãëàâèë âûäàþùèéñÿ
íåìåöêèé ìàòåìàòèê Äàâèä Ãèëüáåðò, êîòîðûé ê 1922 ãîäó ïðåä-
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ëîæèë öåëóþ ïðîãðàììó ôîðìàëèçàöèè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, àê-
ñèîìàòèçàöèè ìàòåìàòèêè. Ïðè ýòîì íà ðîëü ñàìîãî ìíîãîîáåùà-
þùåãî ÿçûêà ýòîé àêñèîìàòèçàöèè ïðåòåíäîâàë õîðîøî çíàêîìûé
íàì ÿçûê ëîãèêè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Àêñèîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ìà-
òåìàòèêè ñëåäîâàëî íà÷àòü ñ ïîñòðàäàâøåãî îò àíòèíîìèé ðàçäåëà
òåîðèè ìíîæåñòâ è ïðîäîëæèòü íà äðóãèå åå ðàçäåëû. Â íàñòîÿùåé
ãëàâå ìû âèäåëè, â ÷àñòíîñòè, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ ëîãèêè âûñêà-
çûâàíèé è ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, à òàêæå ïîçíàêîìèëèñü ñ ÷àñòè÷-
íîé àêñèîìàòèçàöèåé ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè â ôîðìå òåîðèè
Ar . Ïîëíàÿ æå àêñèîìàòèçàöèÿ àðèôìåòèêè îçíà÷àåò íàõîæäåíèå
àäåêâàòíîé åé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òàêîé, ÷òî ëþáîå èñòèííîå â
íåé (ò.å. èñòèííîå íà ñèñòåìå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë) óòâåðæäåíèå,
çàïèñûâàåìîå â âèäå íåêîòîðîé ôîðìóëû ñèãíàòóðû {= , 0,′ ,+, ·},
äîëæíî áûòü òåîðåìîé ýòîé òåîðèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñêîìàÿ
òåîðèÿ äîëæíà áûòü ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííîé, èíà÷å íå
áûëî áû ñìûñëà â ïîäîáíîé ôîðìàëèçàöèè. Èç ã�åäåëåâñêîãî ðåçóëü-
òàòà âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäíåå íå îñóùåñòâèìî. Â ñàìîì äåëå, åñëè
áû ýòó òåîðèþ óäàëîñü ïîñòðîèòü, òî îíà áûëà áû ïîëíîé â ñè-
ëó ïðèìåðà 3 äàííîãî ïóíêòà, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå Ã�åäåëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê î÷åíü ãëóáîêîìó è âìåñòå ñ òåì
ïå÷àëüíîìó ïî ñâîèì ïîñëåäñòâèÿì âûâîäó î òîì, ÷òî ýôôåêòèâ-
íàÿ àêñèîìàòèçàöèÿ ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè, à ñ íåé è âñåé
ìàòåìàòèêè, íåâîçìîæíà.

Èç òåîðåìû î íåïîëíîòå ñëåäóåò åùå îäèí ïðèìå÷àòåëüíûé
ôàêò: íèêàêàÿ ðàçóìíàÿ (÷àñòè÷íàÿ) ôîðìàëèçàöèÿ àðèôìåòèêè
â âèäå íåêîòîðîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà íå áóäåò êàòåãîðè÷íîé
íè â îäíîé ìîùíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî òåî-
ðåìå Âîîòà îíà áûëà áû ïîëíà, ÷òî íå òàê.

3.7.4. Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè

Ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé óçíàâàòü ïî ëþáîé ôîðìóëå, ÿâëÿåòñÿ îíà
òåîðåìîé äàííîé òåîðèè èëè íåò; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåîðèÿ íàçû-
âàåòñÿ íåðàçðåøèìîé.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Òåîðèÿ T èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ã�åäåëÿ î ïîëíîòå (ñì. �3.5, ñëåä-
ñòâèå 1) êëàññ òåîðåì òåîðèè T ñîâïàäàåò ñ êëàññîì òàâòîëîãèé.
Ïîýòîìó îïðåäåëèòü, áóäåò ëè òà èëè èíàÿ ôîðìóëà òåîðèè T òåî-
ðåìîé, î÷åíü ëåãêî, èñõîäÿ èç åå òàáëèöû èñòèííîñòè.
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Íèæå ìû ïðèâîäèì âåñüìà ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå, óêàçûâàþùåå
íà òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè ðàçðåøèìîñòè è ïîëíîòû.

ÏÐÈÇÍÀÊ ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìà-
òèçèðîâàííàÿ ïîëíàÿ íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî òåîðèÿ S ýôôåêòèâíî àêñèîìà-
òèçèðîâàíà, ïîëíà è íåïðîòèâîðå÷èâà. Ðàññìîòèì ïðîèçâîëüíóþ
ôîðìóëó F ýòîé òåîðèè, è ïóñòü F̄ � åå çàìûêàíèå. Èç ñ÷åòíîñòè
àëôàâèòà òåîðèè S ñëåäóåò, ÷òî åå ôîðìóëû ìîæíî ïåðåíóìåðî-
âàòü ñ ïîìîùüþ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, èç ÷åãî â ñâîþ î÷åðåäü íåòðóä-
íî ïîëó÷èòü ïåðåñ÷åò s1, s2, . . . âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ôîðìóë. Ýôôåêòèâíàÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòü âëå÷åò çà ñîáîé ñóùå-
ñòâîâàíèå àëãîðèòìà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìû ìîæåì èç ïåðå÷íÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôîðìóë s1, s2, . . . îòîáðàòü òîëüêî òå, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ äîêàçàòåëüñòâàìè, è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíûé
ïåðåñ÷åò p1, p2, . . . âñåõ äîêàçàòåëüñòâ. Îòñþäà, ïîñêîëüêó òåîðåìû
� ýòî çàêëþ÷èòåëüíûå ôîðìóëû äîêàçàòåëüñòâ, ìû ïîëó÷àåì ýô-
ôåêòèâíûé ïåðåñ÷åò F1, F2, . . . âñåõ òåîðåì òåîðèè S. Ïîëíîòà è
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè S ãàðàíòèðóþò íàì, ÷òî ðîâíî îäíà èç
çàìêíóòûõ ôîðìóë F̄ èëè ¬F̄ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé òåîðèè S, à çíà-
÷èò, ïîÿâèòñÿ â óêàçàííîì ïåðåñ÷åòå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ñäåëàåì
âûâîä, ÷òî êàê F̄ , òàê è ñàìà ôîðìóëà F ñóòü òåîðåìû â S; âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ýòè ôîðìóëû òåîðåìàìè íå áóäóò. Òàêèì îáðàçîì, íàìè
óêàçàíà ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà, ïîçâîëèâøàÿ äëÿ ëþáîé ôîðìó-
ëû F òåîðèè S îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ F òåîðåìîé òåîðèè S
èëè íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðèÿ S ðàçðåøèìà.

Îáúåäèíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå ñ òåîðåìîé Âîîòà, ìû ïîëó÷àåì
âàæíîå

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âñÿêàÿ ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàííàÿ òåî-
ðèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàâåíñòâîì, êîòîðàÿ íå èìååò êîíå÷íûõ
ìîäåëåé è êàòåãîðè÷íà â íåêîòîðîé áåñêîíå÷íîé ìîùíîñòè, ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçðåøèìîé.

Ïðèâåäåííûé ïðèçíàê ðàçðåøèìîñòè âìåñòå ñ îòìå÷åííûì ñëåä-
ñòâèåì ïîìîãàåò óñòàíàâëèâàòü ðàçðåøèìîñòü ìíîãèõ òåîðèé, â
÷àñòíîñòè, èçâåñòíûõ íàì: òåîðèè ïëîòíî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ
áåç íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî ýëåìåíòîâ è òåîðèè íåòðèâèàëüíûõ
àáåëåâûõ ãðóïï ñ îäíîçíà÷íûì äåëåíèåì (ñì. ïðåäûäóùèé ïóíêò).

Â ÷èñëå íàèáîëåå âàæíûõ ðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà ñëåäóåò òàêæå íàçâàòü òåîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï, òåîðèþ ïîëåé



120 Ãëàâà 3. Àêñèîìàòè÷åñêèé ìåòîä

(ñì. �3.6, ïðèìåðû 1 è 2), òåîðèè ïîëåé äåéñòâèòåëüíûõ è êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì ðàçðåøèìîé ôîðìàëüíîé
òåîðèè ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åå îáðàçû ñ
ïîìîùüþ àïïàðàòà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ëåãêî ïåðåâîäÿòñÿ íà
ÿçûê àëãåáðàè÷åñêèõ îáðàçîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè
àëãåáðû äîêàçûâàòü èëè îïðîâåðãàòü èñòèííîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ
ïîëîæåíèé.

Ñïèñîê íåðàçðåøèìûõ òåîðèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò õîðî-
øî çíàêîìûå íàì òåîðèè ãðóïï, ïîëóãðóïï è êîëåö (â òîì ÷èñëå àñ-
ñîöèàòèâíûõ). Âàæíûì ïðèìåðîì íåðàçðåøèìîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ
òåîðèÿ ãðàôîâ; åå ñèãíàòóðà ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé äâóõìåñòíûé
ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, à ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ñ îïðåäåëåí-
íûì íà íèõ åäèíñòâåííûì áèíàðíûì îòíîøåíèåì. Âàæíîñòü ýòîãî
ïðèìåðà êðîåòñÿ â ïðîñòîòå ÿçûêà òåîðèè ãðàôîâ, áëàãîäàðÿ êîòî-
ðîé ïîñëåäíèé óäîáíî èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ÿçûêàõ ìíîãèõ äðóãèõ
òåîðèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ íåðàçðåøèìîñòè.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íåðàçðåøèìîé òåîðèè äàåò

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ ÈÇ ÒÅÎÐÅÌÛÎ ÍÅÏÎËÍÎÒÅ. Òåîðèÿ ïåðâîãî
ïîðÿäêà S, òåîðåìàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå èñòèííûå íà ìíî-
æåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ôîðìóëû ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòè-
êè, íåðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî òåîðèÿ S ðàç-
ðåøèìà. Òîãäà åå ìîæíî áûëî áû ýôôåêòèâíî àêñèîìàòèçèðîâàòü,
âçÿâ â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà àêñèîì ìíîæåñòâî âñåõ èñòèííûõ íà N
ôîðìóë. Òîãäà ïî òåîðåìå Ã�åäåëÿ S íåïîëíà, íî â òî æå ñàìîå âðå-
ìÿ, êàê òåîðèÿ, îïðåäåëåííàÿ ïîñðåäñòâîì åäèíñòâåííîé ìîäåëèN,
îíà îáÿçàíà áûòü ïîëíîé (ñì. ïðèìåð 3 èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà).
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåðàçðåøèìîñòü S.

Åùå îäíèì êëàññè÷åñêèì îáðàçöîì íåðàçðåøèìîé òåîðèè ÿâëÿ-
åòñÿ òåîðèÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ (ñì. �3.2, ïðèìåð 4). Âïåðâûå
ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí À. ×�åð÷åì â 1936 ãîäó. Ìû óæå óïîìèíà-
ëè î íåì â ñåìàíòè÷åñêîé ôîðìå, ðàçáèðàÿ â �2.6 ïðîáëåìó ðàçðåøå-
íèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïî òåîðåìå Ã�åäåëÿ î ïîëíîòå ïîíÿòèå òåîðåìû
â òåîðèè èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ àäåêâàòíî ïîíÿòèþ îáùåçíà÷èìîé
ôîðìóëû â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ. Ïîýòîìó íåðàçðåøèìîñòü òåîðèè èñ-
÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ðàâíîñèëüíà îòñóòñòâèþ â ïðîáëåìå ðàçðåøå-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà, ðàñïîçíàþùåãî
îáùåçíà÷èìûå ôîðìóëû.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà íà íåðàçðåøèìîñòü îáû÷íî áîëåå
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òðóäîåìêè, íåæåëè äîêàçàòåëüñòâà íà ðàçðåøèìîñòü. Íåñìîòðÿ íà
ýòî, íåðàçðåøèìûõ òåîðèé â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ãîðàçäî áîëüøå,
÷åì ðàçðåøèìûõ, è ïîñëåäíèå âñòðå÷àþòñÿ, ñêîðåå, êàê èñêëþ÷åíèÿ
èç îáùåãî ïðàâèëà.
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